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Introduccion

El desarrollo del Analisis Funcional junto con su amplio rango de aplicaciones fue uno de los
mayores logros matematicos de la primera parte del siglo veinte. La organizacion rigurosa y la
sistematizacion en gran medida del anélisis sobre el concepto de espacio funcional tomé casi
cincuenta anos. Esta sistematizacion fue posible gracias al desarrollo de la teoria de conjun-
tos, la topologia general, la aceptacion de definiciones axiomaéticas y estructuras abstractas.
Conceptualmente esta area de la matemaética le debe mucho al calculo de variaciones, a la
teoria de las ecuaciones diferenciales e integrales, a la evolucion del algebra moderna, a los
problemas no resueltos y algunas generalizaciones del analisis cléasico.

Algunos de los matematicos mas destacados por los aportes que realizaron al area del ané-
lisis funcional son, Frédéric Riesz, Henri Lebesgue, David Hilbert y Stefan Banach, diversos
trabajos y resultados obtenidos por dichos mateméticos son: la tesis publicada en 1902 por
Lebesgue sobre medida e integracion, cuatro anos después aparece el trabajo realizado por
Hilbert sobre teoria espectral de formas cuadréticas acotadas y un ano después Riesz des-
cubre lo que hoy en dia se conoce como teorema de Riesz-Fisher el cual lo hizo publico
cuatro dias después de que E. Fischer presentara el mismo resultado. Sin embargo, fue el
matematico Stefan Banach quien hizo los aportes méas sobresalientes, ya que. por ejemplo,
en 1922 publico su tesis donde estudié completamente los espacios vectoriales normados y
hablé de la nocién de completitud y una nueva caracterizacion para dicho concepto en los
espacios lineales normados, dando origen a lo que hoy en dia se denomina espacios de Banach.

En 1907 Fréchet y Riesz en trabajos realizados por separado obtuvieron la representacion
para cualquier operador lineal y acotado en el espacio de Hilbert L?. Fréchet trabajo dicho
espacio sobre el circulo unitario mientras que Riesz no hizo especificacion alguna sobre el
conjunto pero, probablemente lo hizo pensando en el intervalo [a,b]. Para 1909 Riesz hizo
el mayor avance en la teoria de la dualidad, ya que dio la representacién de los operadores
lineales acotados definidos en el espacio Cla, b] por medio de la integral de Stieltjes.

En 1910 Riesz inici6 y desarrolld la teoria de los espacios LP, extendio los resultados de
Schmidt para p = 2 al caso general 1 < p < oco. En su trabajo, se ocup6 de encontrar la
soluciéon de una cantidad contable de ecuaciones de la forma

[ ey =

donde f; € LP[a,b] y los escalares ¢; son dados. Riesz estaba buscando una solucion & €
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LYa, b, con % + % = 1, para p > 1. Aunque él no us6 las palabras espacio dual o espacio
conjugado, si mostré que LPla,b] y L%a,b], con ¢ el valor que cumple la igualdad anterior,
son duales. Ademas, estableci6 y us6 las desigualdades de Holder y Minkowski para este
contexto. Adicionalmente, indicoé que los espacios de sucesiones [P se podian tratar de forma
similar. Si se desea maés informacion sobre la historia del analisis funcional y los distintos
aportes que se fueron dando de forma cronolégica hasta la independencia de esta como un
area de las matematica,s se recomienda el articulo de G. Birkhoff & E. Kreyszig [2].

En lo que respecta a los espacios de sucesiones [P con 1 < p < 00, es posible enunciar
ejemplos de espacios de sucesiones que generalizan a los mismos, tales como: los espacios
de sucesiones de Orlicz, los cuales fueron introducidos en 1932 por el matematico W. Orlicz
[15], los espacios de sucesiones de Lorentz definidos por el matematico G. G. Lorentz en 1950
[13] v los espacios de sucesiones de Cesaro que aparecieron en 1968 en un problema de la

sociedad matematica holandesa para encontrar los duales y posteriormente fueron definidos
por J. S. Shiue en 1970 [19].

Inevitablemente, la teoria desarrollada por Riesz ha sido extendida y generalizada a lo largo
de los anos; tal es el caso de los mateméaticos Kéthe y Toeplitz quienes en 1934 iniciaron un
estudio sobre parejas de subespacios que se encontraban en dualidad débil. Dichos espacios se
conocen hoy en dia como espacios de Kothe y en el caso discreto como espacios de sucesiones
de Kothe, estos tltimos, se denotaran por medio de la letra X salvo que se diga lo contrario.
Los espacios de sucesiones de Kéthe X, contienen a los espacios clédsicos tales como; ¢g, [*°,
[P con 1 < p < ooy en particular, los espacios {P(w) con w > 0 una sucesion fija que
se le denomina peso, para p € (1,00), entre otros. Estos espacios de sucesiones de Kothe
se caracterizan porque cuentan con dos propiedades: la primera establece que el espacio
es solido, es decir, si @ y b son sucesiones tales que |a(n)| < |b(n)| para todo n € Ny
b € X, entonces a € X y |lal]|x < ||b]|x. La segunda propiedad, asegura que para todo

A = {ny,ng,...,npy}, un subconjunto finito de N, la sucesion 1 4, definida por
1, ke A,
La(k) =
0, k¢ A,

pertenece al conjunto X.
La anterior es la definicién usual de espacio de sucesiones de Kéthe, aunque en el desarrollo
de la teoria se modificara la segunda propiedad de la definiciéon debido a intereses propios

para establecer un resultado importante en el estudio de los operadores multiplicacion.

En la actualidad es comiin encontrar una amplia gama de textos y articulos que estudian
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operadores definidos sobre espacios de Banach, entre las distintas clases de operadores que
se pueden encontrar se tienen los operadores multiplicaciéon y composicion. La importancia
de estos operadores radica en que son una herramienta ampliamente utilizada en diferentes
areas de las matemaéticas, como lo son los sistemas dinamicos, la teoria de semigrupos, las
isometrias, entre otras.

En este trabajo se estudiara las propiedades que adquiere el operador multiplicaciéon cuando
se define sobre los espacios de sucesiones de Kothe. Es de interés la continuidad, la invertibi-
lidad, el rango cerrado, la compacidad, entre otras propiedades. El operador multiplicacion
sobre espacios de sucesiones de Banach X se define como una multiplicacién componente
a componente de los términos de una sucesion fija w y cualquier sucesiéon perteneciente al
espacio X; este hecho se denota como M, : X — X tal que M,(a) = ua.

En el Capitulo 1 se busca estudiar inicialmente el espacio normado de Kothe en su forma
més general con el fin de establecer las propiedades mas importantes del mismo, para luego
estudiar el espacio de sucesiones y establecer la relacion existente entre el dual y el dual de
Kothe. La teoria que alli se desarrolla fue obtenida principalmente del texto de A. C. Zaanen

[20].

En el Capitulo 2 se estudia las condiciones que se deben tener para garantizar que el opera-
dor multiplicaciéon definido sobre el espacio de sucesiones de Koéthe sea continuo, invertible,
tenga rango cerrado y ademaés sea Fredholm.

En el Capitulo 3 se estudia las condiciones para que el operador multiplicacién tenga rango
cerrado y sea compacto. Ademés, se establece el aporte a la teoria estudiada obteniéndose
un resultado novedoso para el célculo de la norma esencial de dicho operador generalizando
los resultados obtenidos en los articulos de R. E. Castillo, J. C. Ramos-Fernandez & M.
Salas-Brown [3], J. C. Ramos-Fernandez, M. A. Rivera-Sarmiento & M. Salas-Brown [18] y
J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown [17].

Para finalizar, cabe resaltar que los resultados del capitulo 2 y 3 del presente trabajo se
basan estrechamente en los articulos de J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown [16] y R.
E. Castillo, H. Rafeiro, J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown [1] y en las referencias de
los mismos.



Capitulo 1

Espacio de Kothe

En 1934 G. Kéthe y O. Toeplitz en su trabajo |9] y posteriormente en 1948 y 1951 G. Két-
he en sus trabajos 7] y [3]| respectivamente, iniciaron un estudio sobre ciertas parejas de
subespacios del espacio de sucesiones reales que estaban en dualidad débil. Hacia el ano 1951
esta teoria fue generalizada por J. Dieudonné [6], M. J. Cooper [5], G. G. Lorentz y D. G.
Wertheim [14]. Dieudonné consider6 parejas (A, A*) de subespacios de funciones localmente
integrables sobre un espacio de Hausdorff medible F localmente compacto y o—compacto
con medida de Radon p, donde (A, A*) resulta ser un reticulo localmente compacto y com-
pleto; como ejemplo de este tipo de parejas se tiene (L,, L,).

Este capitulo estd dividido en cuatro secciones; en la primera secciéon se estudiaran los es-
pacios normados de Kothe en su forma general y se mostrara por ejemplo, que este espacio
es de Banach si y s6lo si su norma cumple la propiedad de Riesz-Ficher. En las secciones
siguientes se definira el espacio de sucesiones de Kothe, se estableceran algunos ejemplos de
éstos y adicionalmente se hablara del dual y del dual de Kothe con el fin de observar cuando
coinciden. Por tltimo se establece la definiciéon de normante para observar como recuperar
la norma de un elemento del espacio mediante la norma de su dual.

1.1. Espacios de Kothe. Caso general

Esta seccién tiene como proposito estudiar los espacios normados de Koéthe en su forma
més general junto con algunas de sus propiedades, razén por la cual se da inicio a la sec-
cion definiendo el concepto de seminorma, para posteriormente estudiar ciertos resultados
y propiedades que se desprenden del mismo como lo son la propiedad de Riesz-Fischer y la
propiedad de Fatou. La teoria que se estudiard en esta seccion fue tomada del texto de A.
C. Zaanen [20].

Se considera el espacio de medida (€2, 2, u) que se supone o—finito, con {2 no vacio; ademas,
se define M como el conjunto de todas las funciones p—medibles y M+ un subconjunto de M
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que consiste de todas las funciones f € M no negativas en 2. Los elementos del conjunto M
se denotaran por f, g, h, ...y los elementos en M se denotaran por u, v, w, . ... Por ultimo,
la notacion f < g hace referencia a que tanto f como ¢ son funciones a valor real tales que
f(z) < g(x), en casi todo punto en el conjunto 2.

Definicién 1.1.1 (Funcién seminorma). Asuma que a cada u € M le corresponde un
niamero p(u) para el cual
(a) 0 < p(u) < oo.
p(u) =0, si u =0 en casi todo punto.
p(au) = ap(u) para toda constante finita a > 0.

p(u+v) < p(u) + p(v) para todo u,v € MT.
(b) Siwu,v € M yu<wv,entonces p(u) < p(v).

La funcion p(u) asi definida es llamada funcion seminorma que toma elementos de M+ y los
envia a numeros no negativos, incluido +oo, salvo que p sea la funciéon idénticamente cero.
Si ademaés, la funcion p tiene la propiedad: p(u) = 0 si y s6lo si u = 0 en casi todo punto,
entonces p recibe el nombre de funcion norma.

Para el desarrollo de este trabajo es conveniente definir la funcion indicatriz o caracteristica
de un subconjunto A de un conjunto X, como la funcion 14 : X — {0,1} tal que

1, ke A,
1a(k) =
0, k¢A.

Teorema 1.1.2. Si p es una funcion norma yu € M™ tal que p(u) < 0o, entonces u(x) = oo
solo en un conjunto de medida cero.

Demostracion. Se define el conjunto £ = {z € Q : u(z) = oo}, luego se tiene que 1z < n~'u
paran = 1,2, ... asi, por propiedad de la funcion seminorma se tiene que

p(1g) < p(n~'u) = n"'p(u), paratodon =1,2,...

Por tanto, como p(u) < oo, n™'p(u) — 0 cuando n — oo, asf p(1g) = 0, luego 1 = 0 en
casi todo punto. O

Es posible observar que se puede extender el dominio de la funcion seminorma p al conjunto
M definiendo p(f) = p(|f]) para todo f € M. En ese caso, se denota por L, al conjunto de
todas las funciones f € M que cumplen que p(f) < oo.

En el teorema que se establecerd a continuacion se busca ver que el conjunto L, es un espacio
vectorial.
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Teorema 1.1.3. El conjunto L, es un subespacio vectorial del espacio vectorial de todas las
funciones finitas p-ctp en 2.

Demostracion. Sean f y g funciones finitas p-ctp en €, tales que p(f) < ooy p(g) < oo,
luego f + g es una funcion finita en p-ctp en Qy p(f + g) = p(|f + g|) < p(f) + p(g) < o0,
de donde f 4 g € L,.

Ahora sea « un escalar en R y f una funcién finita en py—ctp en €2, entonces af es una
funcion medible en p-ctp en © con p(f) < oo, luego

plef) = p(lef) = pledlf]) = lalp(lf]) = lalp(f) < oo
por lo tanto af € L,. Asi, queda demostrado el teorema. n
Teorema 1.1.4. La funcion p es una norma en L,.

Demostracion. Para mostrar que la funcién p es una norma en L,, se debe ver lo siguiente;

1. Sea f € L,. Entonces 0 < p(f) = p(|f|) < oo ya que p es una norma en M™.

p(|f]) = 0 por ser p una

2. Suponga que f = 0 p-ctp, para f € L,, entonces, p(f) =
= 0 entonces, f = 0 p-ctp ya

funcion norma en M. Por otro lado, si p(f) = p(|f|)
que p es una funciéon norma en M.

3. Sea a € Ny f € Ly, entonces p(af) = p(laf]) = p(lellf]) = lalp(lf]) = lalp(f)-

4. Tomando f, g € L, entonces p(f + g) = p(|f +g]) < p([f]) + p(lg]) = p(f) + p(g)-

Por lo tanto p es una norma en L,. O]

Observacién. La norma p tiene la propiedad adicional de quesi f € My g € L,, |f| < |g],
entonces f € L,y p(f) < p(g).

Se va a denotar por (L,)" al subconjunto de todas las funciones no negativas de L, es decir,
(L,)"=L,NnM™.

Definicién 1.1.5 (Espacio normado de Koéthe). Todo espacio vectorial normado con
las propiedades del espacio L, es llamado espacio normado de Kothe. Mas precisamente,
un espacio de Banach real (X, ||-||x) de funciones localmente integrables en 2 se dice un
espacio de Kothe si se satisface:

(i) El espacio es solido: Si [f(t)| < |g(t)] a.e. en €2, con f una funcién medible y g € X,
entonces f € X y ||fllx < |lgllx
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(ii) Para todo A € ¥ con p(A) < oo, la funcion 14 definida por

1, teA,
1a(t) =
0, t¢ A,

pertenece al conjunto X.

No todo espacio normado de Kothe resultara ser un espacio de Banach ya que su completitud

va a depender de que la norma definida en el espacio cumpla la propiedad de Riesz-Fischer,

de la cual se hablara mas adelante.

El siguiente ejemplo muestra un espacio normado de Kothe que no resulta ser un espacio

completo debido a la norma p con la cual se dota.

Ejemplo 1.1.6. Sea u la medida de conteo en el conjunto €2 = N, tal que para toda sucesion

v = (u(l),u(2),---) € M*, la funcién norma p(u) se define por

plu) = Z 27"u(n) + limsup u(n).

n—o0

Bajo estas condiciones, el espacio L, no es completo.

Para ver que L, no es un espacio normado completo sea vy = (1,0,0,---), vo = (1,1,0,---

vz = (1,1,1,0,---) y asi sucesivamente. Entonces, para k > p

plor —wp) = Y 27" (vk(n) — v,(n)) + limsup (vx(n) — v,(n))

n—oo
k
-y o

n=p+1

Luego, como

k
Z 27" — 0 cuando k,p — oo,
n=p+1

se puede ver que v es una sucesion de Cauchy. Suponga que existe una funcion f € L, tal

que p(f —vk) — 0, asf se tiene que p ((f — vk)1(ny) — 0 cuando k — oo, donde 1y, es
la funcion caracteristica definida sobre el conjunto unitario {n} con n € N. Entonces para

cadan € N

400
p<1{n}> = Z Q*kl{n}(k) + Hin_)sup 1{n}(k) —_ 9
k=1 0
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Asi vg(n) — f(n) cuando k — oo para todo n € N, esto implica que f(n) = 1 para todo n.
Ahora, si f es de esa forma, entonces f € L, ya que p(f) < oo; en efecto,

p(£) = 27" f(n) + limsup f(n)

n—oo
—+o00
:22—”+1:1+1:2
n=1

pero es posible observar que para k fijo
+o0
o(f —vn) = 327 (f(n) — vu(n)) + limsup(f(n) — vy(n))
n=1

n—00
“+00
= > 27"+1
n=k+1

de donde

+o0
Z 27" +1—1
n=k+1

cuando k — oo ya que Z;r:; +127" — 0 por ser la cola de una serie convergente, contradi-

ciendo el hecho de que p(f —vi) = 0 y por tanto, L, no es completo bajo esta norma.

Definicién 1.1.7 (Propiedad de Riesz-Fischer). La funcion norma p se dice que tiene
la propiedad de Riesz-Fischer si para toda sucesion {u,} =5 C (L,)" tal que

Zp(un) < 00

n=1

se cumple que > u,, € L,, es decir,

+o0o
(Eu)
n=1

Teorema 1.1.8. La funcion norma p tiene la propiedad de Riesz-Fischer si y sdlo si para
toda sucesion {u,}, > C (L,)* tal que

+oo
Z p(ty) < 00
n=1

se tiene que

P (Z un) < Zp(un)' (1_1)
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Demostracion. Sea la sucesion {u,} =5 C (L,)" tal que

+o0
> plug) < oo,
n=1
y ademaés dicha sucesion satisface la ecuacion (1-1). Entonces
+00 +o0o
p (Z Un) < Zp(un) < 00
n=1 n=1
por lo tanto cumple la propiedad de Riesz-Fischer.

Por otro lado, si se asume que p tiene la propiedad de Riesz-Fischer, pero
+oo +o0
() > S
n=1 n=1
para alguna sucesion {u,}> C (L,)", tal que

+o00
> plun) < oo,
n=1

existe un nimero € > 0 para el cual

—+00 400
p (Z un> >et+ > plun).

Asi

que es lo mismo que escribir

n=1 n=1
Luego se puede definir la sucesion t, 1 = &, Uy 0 = 2Uy,, -, Upp = Zu,, entonces para
n, e v Un, e Uny ) Un,k e Ins
cada k =1,2,..., la sucesion {un,k}zg, esta contenida (LP)Jr y se tiene que

p (Z un,k) >k 4+ p(tn). (1-2)
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Entonces

() e ) () o)

n<r n>r n<r n>r

() o) ozm)

Luego por la Ecuacion (1-2) se tiene que

o) (5]

n<r n>r

y asi

pero ademas dado que

, (z u) <3 (umn)

n=1
entonces
+o0
3 )~ ) <o (T
n=1 n<r n>r
k%‘jz:ﬁwthuk)fgp (j{:ihuk>
n>r n>r
y lo anterior se cumple para todo r = 1,2,.... Como Y1 p(u,) < oo, dado que % > 0,
entonces
k<2
- pluy) < 0o,
€
n=1

y por tanto E:i’i p(Unk) < 00. Asi, para un r = ry apropiado se tiene que
ZP(Unk) < k2

Ahora bien, reindexando para cada k = 1,2,..., se obtiene la sucesion v,; = u, con
(n=1,2,...),en (L,)" tal que

+00

+o0
ZP(Unk) < k2, p(z Unk) > k.
n=1

n=1
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Si se define w,, = (vnk)r para n = 1,2,. .., entonces tomando k = n se tiene que w,, = vV,
asi

“+00 —+00

Zp(wn) = Zp(vnn) < n_2>

n=1 n=1
y esto se tiene para todo k = 1,2, ..., por lo tanto,

+0o0o “+oo
Zp(wk) < Zk” < 00,
k=1 k=1

luego, > ;25 wy, € (L,)* debido a la propiedad de Riesz-Fischer. Pero

(35) o (5)

y esto se tiene para todo k = 1,2,..., asi p (Z:ﬁ w,) = oo, es decir, (Y7 w,) ¢ (L,)*,
lo cual es una contradiccion.

O

Teorema 1.1.9. El espacio vectorial normado L, inducido por la funcion norma p es com-
pleto si y solo si p tiene la propiedad de Riesz-Fischer.

Demostracion. Sea p una funciéon norma con la propiedad de Riesz-Fischer y tome una
sucesion {f,}7°% C L, tal que lim p(f,, — f,) = 0 cuando m,n — co. Entonces, existe una
subsucesion {g,} de {f.} tal que, g = f,,con {n} creciente, sin cota, por definicion de
limite, se puede suponer que

“+o00
> plgnr — gn) < 0.
n=1

Luego, por la propiedad de Riesz-Fischer 1.1.7, se sigue que

“+oo
9= _lgn+1— gl
n=1

pertenece a L, y ademés 0 < g(z) < oo en casi todo punto en 2. Esto implica que la serie

+00
Z |gn+1(x) - gn(l’)|

converge en pu-ctp en {2 y lo mismo se tiene para la serie

gi1(z) + Z (Int1 = gn) (2).
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Entonces, se define f(z) como el valor de la serie anterior y se obtiene que

“+o00

F=0p=3" (g1 — 9n).

n=p

Asi, por el Teorema 1.1.8 se tiene que

+o0o
p(f = 9) <D p(Gns1 — gn),

de donde p(f — g,) = 0 cuando p — +o00. Como consecuencia

p(f = fu) < o(f —9p) +p(gp — fn) = 0

cuando n,p — o0, i.e., f es el limite en norma de la sucesion f,. Esto concluye la primera
parte de la prueba.

Por otro lado, suponga que L, es completo y sea u, € (L,)" paran =1,2,..., tal que

Z pluy) < 0.

n=1

Se debe ver que Z:ﬁ u, € L,. Para este fin, tome S,, = u; +ug +- - - +u,, para todo n € N;
entonces para m > n se tiene que

m

p(Sm - Sn) < Z p(uk) — 0,

k=n+1

cuando m,n — oo. Debido a la completitud del espacio, existe una funcion f € L,, tal que
p(f —S,) — 0 cuando n — +oo. Ahora, sea f = g + ih con h, g funciones reales. Como
todos los S, son reales por definiciéon, se tiene que

f—=58,=(g9g— Sy +ih,

luego |h| < |f — S,| para todo n € N, lo cual implica que h(x) = 0 en casi todo punto.
Luego f es real. Adicionalmente f = f* + f~ y de la desigualdad |f~| < |f — S,| se sigue
que p(f~) =0 por lo cual f es no negativa. Para n > k se tiene

|Sk - ml’n(f, Sk)’ = |mfn(5n, Sk) —min(f, Sk)| < |Sn - f|7
y como p(S, — f) — 0 cuando n — oo, entonces se sigue que

p(Sk - min(f, Sk)) - 07
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luego Sy, = min(f, Sk) en casi todo punto y esto se tiene para k = 1,2, ..., asi

“+o0o
2,
n=1
mas ain dado que p(f) < oo por ser L, completo, se puede concluir que

+o0
p(> un) < o0,
n=1

es decir, > 7% u,, € L,. Mostrando asi el teorema. O

A continuacién se definiran dos propiedades que puede tener la funcién seminorma p debido
a que son bastante tutiles para el desarrollo de la teoria.

Definicién 1.1.10 (Propiedad de Fatou). La funcion seminorma p se dice que tiene la
propiedad de Fatou si cuando 0 < u; < uy < --- 2 u para toda u, € MT, entonces

plun) 7 pu).

Definicién 1.1.11 (Propiedad débil de Fatou). La funcién seminorma p se dice que
tiene la propiedad débil de Fatou si cuando 0 < uy < uy < -+ 7w para toda u, € M* y
lim p(u,,) < oo, entonces p(u) < 0.

Comentario. Los espacios [, con (1 < p < oo) tienen la propiedad de Fatou.

Teorema 1.1.12.  a) Si p es una funcidn seminorma con la propiedad de Fatou entonces
p tiene la propiedad débil de Fatou.

b) Si p es una funcion seminorma con la propiedad débil de Fatou, entonces p tiene la
propiedad de Riesz-Fischer y asi L, es un espacio de Banach.

Demostracion.  a) Sea {un};ﬁi cualquier sucesion creciente no negativa en M+ que con-
verge a la sucesion u, tal que, lim,, o p(t,) < 0o. Como p tiene la propiedad de Fatou
p(un) 7 p(u), lo anterior implica que p(u) < oo.

b) Sea p una funcion norma con la propiedad débil de Fatou y sea {u,, :: C M, tal
que Y p(uy,) < oo; se definen las funciones s,, = uy + u2 + - - - + u,, que satisfacen la
siguiente desigualdad 0 < s; < s < ---. Adicionalmente, se tiene que

p(sn) =p (Z Uk) < ZP(Uk)>

luego,
lim p(s,) < 0.

n—oo
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Dado que p tiene la propiedad débil de Fatou la funcion

+o0o
Z U, = lim s,
n—oo
k=1
satisface
+o0o
p (Z un) < 00
k=1
y esto muestra que p tiene la propiedad de Riesz-Fischer.

]

Teorema 1.1.13. La funcion seminorma p tiene la propiedad débil de Fatou siy solo si existe
una constante k > 1 tal que, para toda sucesion u, ,/ u con u, € MT ylim, . p(u,) < oo,
se tiene que

p(u) <k 1im p(uy,).

n—00

Demostracion. Se asume primero que existe una constante k > 1 tal que, para cada sucesion
up S ucon u, € My lim, o p(u,) < 00, se tiene que p(u) < klim, o p (u,) < 00; asi, p
tiene la propiedad débil de Fatou.

Para mostrar la otra implicacion, considere primero el caso cuando wu, ,* u con p(u,) = 0
para todo n; se va a mostrar que p(u) = 0. Dado que p tiene la propiedad débil de Fatou,
en cualquier caso se tendra que p(u) < oo. Suponga que 0 < p(u) < 00 y tome v, = nuy;
asi 0 < vy < wy < ..., donde p(v,) = 0 ya que p(u,) = 0 para todo n € N asi, la
funcion v = limv,, satisface que p(v) < oo por propiedad débil de Fatou. Por otro lado,
v > nv, > pu, para todo n > p con p fijo pero arbitrario, asi v > pu, para todo p;
adicionalmente por propiedad de la seminorma p se tiene que

p(v) = p(pun) = pp(un)

para cada p. Lo anterior implica que p(v) = oo llegando asi a una contradiccion. Por tanto,
siu, S uy p(u,) =0 para cada n € N, entonces p(u) = 0.

Considere ahora el caso en el cual no existe una constante k > 1. Luego paracadap = 1,2, .. .,
se puede encontrar una sucesion u,, ,/* u, cuando n — oo en M7, tal que lim p(u,,) es
n—oo

finito y
p(uy) > p° nh_glo P(Unp). (1-3)

Note que no es posible que lim p(u,,) = 0 ya que esto implicaria que p(u,) = 0 debido a
n—oo
lo demostrado en el caso anterior contradiciendo la ecuacion (1-3). Asi, multiplicando por
constantes apropiadas, es posible asumir que lim p(u,,) = p~2 y por tanto, en virtud de
n—oo
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(1-3) se obtiene p(u,) > p para cada p = 1,2,.... Ahora defina v, = up1 + Upa + ... + Upp,
para cada n € N. Luego 0 < v; < vy < ---, y debido a que el espacio es s6lido

p(vn) < p(un1) + plting) + -+ p(Upp) < T+272 4o 4072

Luego se tiene que lm p(v,) < Y07 n™? < oo. Por lo cual, v = lim v, satisface que
n—oo n—oo
p(v) < oo debido a que p tiene la propiedad de Fatou. Pero es posible observar que para
cada p fijo
U = SUp Uy, = SUP Uppy = Up,
luego,

p(v) = pluy) > p

para cada p, lo cual contradice el hecho de que p(v) < oo, finalizando asi la demostracion.

]

1.2. Espacio de sucesiones de Kothe

Este trabajo de investigacion trata de las propiedades del operador multiplicacion actuando
sobre espacios de sucesiones de Kothe, por eso es importante dar los preliminares de estos
espacios y de su dual, ilustrando los conceptos y propiedades con ejemplos.

Los espacios de sucesiones de Kothe son espacios de Banach que surgen cuando se toma un
espacio de medida (2,3, u) con Q C N, ¥ = P(Q) y u la medida de conteo, donde al asumir
que dicho espacio es de Banach por el Teorema 1.1.7 su norma satisface la propiedad de
Riesz-Fischer. Mas formalmente, para X un espacio de sucesiones definidas en 2 C N se
tiene la siguiente definicion:

Definicién 1.2.1 (Espacio de sucesiones de Kéthe). Un espacio de sucesiones de Banach
X = (X, || - ||x) se dice que es un espacio de sucesiones de Kéthe si cumple las siguientes
propiedades:

(i) El espacio es solido: si @ y b son sucesiones tales que |a(n)| < |b(n)| para todo n € Q
y b e X, entonces a € X y ||al|x <||b||x.

(ii) Para todo A = {ny,ns,...,n,} subconjunto finito de €2, la sucesion 14 definida por
1, ke A
1a(k) =
0, k¢ A,

pertenece al conjunto X.
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La condicion (ii) en la definicion anterior se puede reescribir diciendo que las sucesiones
canobnicas e = 1) con k € (2, pertenecen al conjunto X. En lo que sigue, y por comodidad,
se asumira que €2 = N. Adicionalmente, la sucesion e, quedara definida por

1, st k=n,
enlk) = (1-4)
0, e.o.c,

con n € N. Finalmente, se hace la distincién entre una sucesiéon numérica y una sucesion de
. . - o
sucesiones; la primera se denotara por @ = {a(n)} _, v la segunda por (a,).

A continuacion se listan diversos ejemplos de espacios de sucesiones que forman parte de los
espacios de sucesiones de Kothe.

1.2.1. Ejemplos de espacios de sucesiones de Kothe

Esta seccion tiene como objetivo mostrar ejemplos de espacios de sucesiones de Kothe ini-
ciando por los espacios clasicos y luego listando los espacios de sucesiones mas nuevos.

Como ejemplos importantes de espacios de sucesiones de Kothe se tienen los siguientes
espacios:

= El espacio ¢y de las sucesiones complejas a tales que

D5, 0ln) =0

con la norma

la||o = sup |a(n)].
neN

» Los espacios de sucesiones [, (1 < p < +00), con su norma usual

1/p

+oo
lall, = { > la(n)l?
n=1

Mas generalmente, los espacios de sucesiones [’(w) con (1 < p < 400) y w una sucesion
positiva, equipado con la norma

1/p

+oo
lallmw) = { Y la(n)Pw(n)
n=1

= El espacio [*° de todas las sucesiones reales acotadas a equipado con la norma

la||o = sup |a(n)].
neN



14 1 Espacio de Kéthe

» Los espacios de sucesiones de Cesaro, denotados por ces, para 1 < p < 0o, con norma

+00 n p\ 1/p
lalloe, = (Z (%Zm(m) )

n=1

» Los espacios de sucesiones de Lorentz, los cuales se denotan por /4 con 1 < p < oo
y 1 < g < +00, cuya norma es

+o0 1/q
(Z(nl/pa*(n))qn_1> , 1<p<oo, 1<q<oo,
lallp.q = n=1
sup n'/Pa*(n), 1<p<oo, q¢=o0.
n>1

Donde, para definir la norma de este espacio es necesario conocer la funcién de distri-
bucién de una sucesion a, la cual se define como

pa(s) = p({n € N:la(n)] >s}) 520

Adicionalmente se define el reordenamiento decreciente de una sucesion definido como
sigue

a*(n) =inf{s>0: u.(s) <n—1}
mientras que para t > 0, se define
a*(t) = a*(nyg),
siendo n; el natural tal que n; — 1 <t < n;.
= Los espacios de sucesiones de Orlicz, denotados por [¥, donde se considera una funciéon

¢ 1 [0,00) — [0,00) denominada funcién de Orlicz, la cual es creciente, convexa y
solo asume el valor cero en cero, ademés 1imy_,, p(t) = co. Entonces la norma de este

lall, = fnf{)\ >0 igp (“‘&””) < 1}.

Se reservaré la letra X para referirnos a un espacio de sucesiones de Kéthe. En la siguiente

espacio se define por

seccion se realizara el estudio del espacio dual del espacio de sucesiones X y de su corres-
pondiente espacio dual de Kothe.



1.3 Sobre el dual de un espacio de Kothe 15

1.3. Sobre el dual de un espacio de Kothe

Una vez definidos los espacios de sucesiones de Kothe, habiendo ilustrado ejemplos de estos
espacios, se procede a realizar el estudio del espacio dual de dicho espacio asi como la equi-
valencia entre el dual topolodgico y el dual de Kothe. Parte de la teoria desarrollada en esta
seccion se encuentra en los textos A. C. Zaanen [20] y P. K. Lin [11].

En primer lugar, para un espacio de Kothe de sucesiones X, se denota por X* el dual
topologico de todos los funcionales lineales y acotados en X. Como ejemplo importante de
un elemento en X*, se define, para m € N fijo, el funcional evaluaciéon f,, : X — C por

el cual posee la siguiente propiedad:

Proposicion 1.3.1. Para m € N, el funcional evaluacion f,, : X — C definido arriba
satisface que
|[fm(a)] 1
[1fm|l = sup =

acX\{0} la||x B ||€m||x’

donde ||f,|| denota la norma del funcional f,,.

Demostracion. Dada la sucesion a € X tal que ||al|x < 1y la sucesion canonica e,, definida
como en (1-4), es posible obtener la desigualdad

la(m)en(k)] < a(k)], 7k € N.
Como X es un espacio solido, entonces
la(m)em|x < llalx <1,

con lo cual se obtiene la cota

1
la(m)] < 7———
lemll x
Tomando el supremo sobre todas las sucesiones a € X tales que ||al|y < 1, a ambos lados

de la desigualdad anterior, se tiene
1

[ fmll <

lemllx
Por otro lado,

full = sup el

acX\{0} ||aHX
 lem)] 1

T lemlly  llemlly’

lo que culmina la demostracién de la proposicion. O



16 1 Espacio de Kéthe

Se puede observar que f,, es un ejemplo de un funcional que se obtiene como “un producto
interno” por el elemento e,, de la base canénica; es decir, para cualquier a € X se tiene

+00
fm(@) = (a,em) = a(k)en(k).
k=1
A este tipo de funcionales se le denomina integral; méas exactamente, un funcional lineal y
acotado f. definido en X se llama una integral si existe una sucesion ¢ = {c¢(n)} € X tal que

—+00

fe(a) =Y " a(k)e(k) < 4o,

k=1

para toda @ € X. El conjunto de las sucesiones ¢ = {c(n)} que definen funcionales integrales
f. recibe el nombre de dual de Kithe y se denota por X . Claramente X' es un espacio
vectorial, el cual se puede dotar de una norma de la siguiente manera: para ¢ € X', la norma
de ¢ sera la norma del funcional integral f., definido por c; es decir,

lelw = I/l = sup Het@l_ Zm ) e(k)

acx\{o} @l x an\{o} HGHX

En particular, para cualquier @ € X y ¢ € X' se cumple que

|fe(@)| < Z la(R)] e(k)] < llallx llellx -

Debido a lo anterior y a la Proposicion 1.3.1 se tiene el siguiente corolario

Corolario 1.3.2. La sucesion e, € X', es tal que

1
lemllx = [lfmll =
lemllx

para todo m € N.
Observe que si X =[P con 1 < p < +00, entonces por el teorema de representacion de Riesz

/
X =19con - —|— = = 1. En este caso ||em|x = ||em]||y = 1; pero existen espacios donde la
norma de ey, puede tender a cero o a infinito; por ejemplo, si tomamos X = ces, con p > 1,

entonces
+o0 1/p
1
||em||cesp = (Z E) )
n=m
donde es posible observar que ||€m||ces, — 0 cuando m — oo. Por lo cual ||em\|ces — 00

cuando m — oo, debido al Corolario 1.3.2.

Todavia mas, se tiene la siguiente propiedad.
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Proposicion 1.3.3. El espacio (X', || - ||x) es un espacio de sucesiones de Kdthe.

Demostracion. 1. Sean by ¢ dos sucesiones tales que ¢ € X'y |b(k)| < |e(k)| para todo
k € N. Entonces, para cualquier sucesion a € X, se tiene que

la(R)[1b(k)| < [a(k)] |e(k)]

por lo cual, se obtiene la siguiente desigualdad:

sup Z la(k)[ [b(k)[ < sup

acX\{0} ||a||x an\{O} Ha”X

Z la(R)[ le(k)] = [lell x

y dado que ¢ € X', es posible concluir que

—+00

E)b(k)| < +o0

I1bll - = sup
aex\{0} llallx <=

por tanto, b € X . Mostrandose asi que el espacio X es sélido.

2. Por la Proposicién 1.3.1 y el comentario posterior a su demostracion, cada sucesion
canodnica e,, define un funcional evaluaciéon que es una integral y por ende e,, € X’
para todo m € N.

O

Claramente X esta contenido en X*, en el sentido que cada sucesion ¢ € X' define un
funcional lineal y acotado f € X*; pero en general, la otra inclusiéon no es cierta. Para
analizar cuando el dual topolégico coincide con el dual de Koéthe, se requiere la siguiente
caracterizacion de las integrales.

Teorema 1.3.4. El funcional lineal y acotado f € X es una integral si y solo si para toda
sucesion (a,) € X tal que 0 < a,, 0 se cumple que f(a,) — 0 cuando n — oc.

Demostracion. Se supone primero que el funcional f es una integral; entonces, existe una

., /
sucesion ¢ € X tal que
“+o0o

f(a)= Za(n)c(n),Va € X.

n=1

Sea (a,) C X tal que 0 < a,, \ 0; se debe mostrar que

lim f(an,)=0.

n—oo

En efecto, la condicion 0 < a,, \, 0 significa que a, (k) < a;(k) para todo k € N. Por esta
razon, se tiene que

|an(R)e(R)] < lai(R)[ |c(k)]
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lo que implica que la sucesion |a,, - ¢| esta dominada por |a; - ¢| € I'. También

lim |a, - ¢| = 0 puntualmente.
n—oo

Entonces, por el teorema de la convergencia dominada

+oo
lim f(a,) = lim > " an(k)e(k)
k=1

n—oo

+o0o

=3 (fim netty) =0

y esto muestra la implicacion.

Por otro lado, suponga que f € X* y que

lim f(a,) =0 V(a,) C X tal que0 < a, \,0.

n—oo

Se va a mostrar que
+oo

fla) =3 e()a(k) (1-5)

k=1
para todo @ € X y con c¢(k) = f(ex). En efecto, se fija a € X y para n € N se considera la

sucesion
n

a, = Za(k)ek = (a(1),a(2),--- ,a(n),0,0,---).
k=1
Se puede observar que a, € X pues |an| < |a| y a € X. Si a(k) > 0 para todo k € N,
entonces se tiene que a, (k) < a,11(k) para todo k € N y también
lim a,(k) = a(k), para todo k € N.

n—oo

Luego, definiendo b,, = a — a,,, se puede ver que b,, € X y 0 < b,, (0. Asi que usando la
hipotesis, se obtiene
lim f(b,) =0

n—o0

lo cual significa, por linealidad, que

lim (Z f(ex)a(k) — f(a)) =0,
k=1
que es justamente la expresion en (1-5) con c¢(k) = f(ex).
El caso general, donde a(k) < 0 para algin k € N, se logra descomponiendo a en su parte

positiva y negativa y aplicando el argumento anterior a cada una de sus partes. Esto culmina
la demostracion del teorema. O
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. . L ’ . . .
Finalmente se busca determinar cuando X = X*; para ello, se requiere la siguiente caracte-
rizacion.

Definicién 1.3.5 (Orden continuo). Un espacio de sucesiones de Kéthe X se dice que
tiene norma orden continua, si para toda sucesion positiva y decreciente (a.,) de elementos
de X, tales que a,, \, 0 se cumple que ||an||x — 0.

Adicionalmente, se tiene que un espacio de Banach es orden continuo si y solo si es separable,
por tal motivo, es posible observar que el espacio [* no es un espacio orden continuo. De
hecho, todo espacio de Banach que no sea orden continuo, contiene un subespacio isomorfo
a [°°; lo anterior fue tomado del texto de J. Lindenstrauss & L. Tzafriri [12]. Son ejemplos
de espacios orden continuos los espacios [ con 1 < p < oo.

La definicion anterior es equivalente a que
Iim |[br, — b]|x =0
para toda sucesion (b,) C X tal que 0 < b,, /' be X.

El siguiente resultado fue tomado del texto de P. K. Lin |1 1], donde se realizaron las adap-
taciones correspondientes:

Teorema 1.3.6. FEl espacio de sucesiones de Kothe X tiene norma orden continua si y solo
si X' = X*.

Demostracion. Se supone primero que el espacio X es orden continuo. Se va a demostrar
que X* C X'. Con este fin, sea f cualquier funcional lineal y acotado en X. Se debe ver que
f es una integral. Para esto, segin el Teorema 1.3.4, se considera (a,,) cualquier sucesion en
X tal que 0 < a,, (0. Entonces,

’ < 7 =
I |f(a)] < lim |17] ]l = 0.

pues por ser X orden continuo se cumple que ||a,||x — 0 cuando n — co. Esto muestra que
f es una integral.

Por otro lado, se supone que X = X* y se toma cualquier sucesion (b,,) creciente y acotada
de elementos positivos que converge a la sucesion b € X. Entonces, por hipotesis, para
cualquier f € X*, existe c € X tal que

—+o00

fla)=>a(k)e(k) < 00, Va € X.

k=1
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Por el teorema de la convergencia dominada, se obtiene

+o0
lim f(b,) = lim > ba(k)e(k)
k=1

=3t 0
k=1

=Y b(k)e(k) = f(b),

y esto significa que b,, — b débilmente. Se debe mostrar que
1i — =0.
lim_[b,, — b][x =0

En efecto, si la afirmacion anterior no es cierta, existe § > 0 y una subsucesion (by,, ) de (b,)
tal que

Hb’nk - bHX > 67

para todo k£ € N. Por un Corolario del Teorema de Hanh-Banach, para cada k, existe un
funcional lineal positivo f, € X* = X', tal que ||fx|| = 1 y ademas

fk(bnk - b) - ank - b”X > 6»

para todo k € N. Por tanto, usando el Teorema de Alaoglu, para cualquier funcional f que
sea punto limite débil-+ de (fx) se tendria f(b,, —b) > [, contradiciendo que b, converge
débilmente a b. Esto culmina la demostracion del teorema. O]

En lo que resta del trabajo se asumira que el espacio de sucesiones de Kéthe X tiene norma
orden continua.

1.4. Dual normante

Es deseable, tal como ocurre con los espacios [P, que se pueda recuperar la norma de los
elementos de X a través de la norma de los elementos de X . Es por esto que resulta pertinente
la siguiente definicion.

Definicion 1.4.1. El espacio X se dice normante para X, si para cada @ € X se tiene
que
lally = sup |fe(a)].
llell o <1
La anterior definicion establece que la norma de los elementos de X se puede definir a través
de la norma de los elementos del dual de Ké&the.
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Ejemplo 1.4.2. Se sabe que (lp)/ =17, con %+% =1y1l<p<—+ooyaque,sife (lp)/
entonces, por el Teorema de Representacion de Riesz, existe una sucesion ¢ € 19 tal que

+o0
fla) =2 c(k)a(k)
k=1
Adicionalmente se tiene que |[c||, = || f||, por lo cual

lell, = sup [f(a)] = sup Z! )l a(k)

lall,<1 lall, <1 %=
Esto es, [P es normante para [?. Esto culmina el ejemplo.

. A . . / .
Comentario. De la definiciéon anterior se tiene que X (un subespacio de X*) es normante
para X si y solo si cada vez que se tenga una sucesion (a,,) tal que 0 < a,, /* a entonces

lanllx — llallx-

Finalmente, es importante destacar que a pesar de que los elementos de la base canoénica e,,
pertenecen a cualquier espacio de Kéthe de sucesiones, estos no siempre forman una base de
— [

Schauder para X; por ejemplo, si ponemos X , entonces (e,,) no es una base para este

espacio debido a que si para cada sucesion a € [*° se tiene que

es posible observar que la convergencia en norma infinito no se garantiza. Por ejemplo, si se
toma la sucesion a = (1,1, 1,...), entonces

N

Z a(k)e, — a

k=1

lim =1.

N—oo

o

! . . .
Pero, en el caso en que (e,,) sea una base de Schauder para X, se tiene el siguiente resultado.
Proposicion 1.4.3. Sea X un espacio de sucesiones de Kothe tal que la sucesion canonica

(€n) es una base de Schauder para X' . Entonces para cualquier sucesion ¢ = {c(n)} € X'
se tiene

lim
n—oo ||en ||

e(m)] = lim [lea] - |e(n)| = 0.

., . ., . ’
Demostracion. Sea ¢ cualquier sucesion del espacio X ; entonces, dado que (e,,) es una base
/ ., o1 .
de Schauder para X , la sucesiéon ¢ puede escribirse como

+oo

c= Z c(m)em,.

m=1
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Es decir,
n +o0
lim ||c — g c(m)em|| = lim g c(m)em| =0.
n—oo n—oo
m=1 X! m=n+1 X!

Adicionalmente para n € N fijo y para todo k& € N se tiene la siguiente desigualdad

+oo

D c(m)em (k)]

m=n+1

le(n)en (k)| <

Como X’ es un espacio de sucesiones de Kothe, es solido, por tanto

—+00

Z c(m)em

m=n-+1

()| llenllx = lle(n)en] x <

X/

Tomando el limite en ambos lados de la desigualdad se obtiene el resultado.
O

Comentario. El resultado anterior establece que, bajo ciertas condiciones, el espacio dual
. / . . . . . . .
de Koéthe X esta contenido en cierto espacio de sucesiones con peso. De hecho, si definimos

para k € N
1

 lexllx

w(k)

= llexllx

. L. . /
entonces por el teorema anterior es valido decir que X' C c¢p(w).



Capitulo 2

Operador multiplicacién en espacios de
sucesiones de Kothe

El operador multiplicaciéon denotado por M, se define formalmente de la siguiente manera;
dado un espacio de Banach X de sucesiones reales o complejas, tal que, el producto u-a € X
para toda sucesion a € X y w una sucesion fija. Entonces, se dice que la sucesion w induce
un operador lineal M, : X — X definido por M,(a) = u - a, el cual recibe el nombre de
operador multiplicaciéon con simbolo w. Hoy en dia, existe una basta literatura donde se
habla sobre las propiedades de este operador definido sobre distintos espacios. Ademas, los
operadores multiplicaciéon juegan un papel importante en areas como algebra de operadores,
sistemas dinamicos y endomorfismos de algebras de Banach.

En este capitulo se estudian las propiedades de los operadores multiplicaciéon definidos sobre
el espacio de sucesiones Kothe, donde se van a establecer las condiciones que se deben impo-
ner al simbolo u para que existan operadores multiplicaciéon no nulos definidos sobre dicho
espacio que sean continuos, invertibles, tengan rango cerrado y sean Fredholm.

Se da inicio al capitulo estableciendo las condiciones bajo las cuales el operador multiplicacion
definido sobre el espacio de Kothe resulta ser continuo. A menos que se diga lo contrario, X
denotara al espacio de sucesiones de Kothe. La teoria desarrollada en esta seccion se basa
en los articulos de J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown [10] y de R. E. Castillo, R.
Humberto, J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown [].

2.1. Operadores multiplicacién continuos

Dado que los operadores multiplicaciéon son en particular funciones, la definiciéon de conti-
nuidad que se tiene para estas también aplica a los operadores y en especial a los operadores
de multiplicaciéon. Adicionalmente, si se tiene un operador lineal T" entre espacios normados,
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entonces T es continuo si y sélo si T es acotado; es decir, las definiciones de ser acotado y
ser continuo son equivalentes para operadores lineales. Por esta razon se recuerda que un
operador lineal 7' : X — Y definido entre dos espacios normados X y Y se dice que es
acotado si existe un nimero real L > 0 tal que, para todo = € X, se tiene que

I Tz]] < L]},

donde la norma a la izquierda es la norma en el espacio Y y la norma a la derecha es la
norma en el espacio X. De la desigualdad anterior se desprende el hecho de que un operador
lineal y acotado envia conjuntos acotados de X a conjuntos acotados en Y. Para conocer
maés sobre la teorfa de los operadores continuos y acotados vea el texto de E. Kreyszig [10].

A continuacién se enunciaré y demostrara el teorema que permite establecer las condiciones
para obtener un operador de multiplicaciéon continuo definido sobre el espacio X.

Teorema 2.1.1. Sea u = {u(n)} una sucesion compleja. El operador multiplicacion M,
inducido por el simbolo uw es continuo en el espacio de Kéthe de sucesiones X si y solo si
u € [>.

Demostracion. Sea M, un operador multiplicaciéon continuo en X. Entonces existe K > 0
tal que
[Myal|x < Kllallx,

para toda a = {a(n)} € X. En particular, para un n € N fijo, se define

~ €n
€n = 77—
lenllx

donde la sucesion e, es aquella definida en (1-4).

Por definicién de espacios de Koéthe de sucesiones, se tiene que e,, € X; de aqui, también
€, € X. Luego, se puede decir que

[Muénllx < Kl€a] x

para todo n € N. Pero ademés también se ve que

. - e
IMunly = l[uénlly = Hu n
Tenlx |
1
- = ) 2-2
||en||X ”uen”X ( )

Todavia mas, como la multiplicaciéon se hace puntualmente, se tiene que

[uen|lx = [[u(n)en]lx = [u(n)| lea] x -
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Por lo cual, volviendo a la relacion (2-2), reemplazando por la observacion se tiene
[Myénllx = |u(n)|.

Asi, con lo realizado anteriormente y usando el hecho de que M, se asumi6 continuo se
obtiene que

[u(n)] = [Muénllx < Kllenllx = K,

mostrando que la sucesion u es acotada.

Por otro lado, sea u una sucesion en [*; entonces, existe K; > 0 tal que |u(n)| < K para
todo n € N. Luego, para toda sucesion a € X y n € N se obtiene

u(n)a(n)| = u(n)l|a(n)] < Kifa(n)|
y dado que el espacio X es solido se puede escribir
[ually < Killa]x-
Esto es,
[Mual x < Kiflafly,
para toda sucesion a € X y el operador M, es acotado, por tanto, continuo. O

Comentario. De la demostraciéon anterior es posible observar que si M, : X — X es un
operador multiplicaciéon continuo, entonces || M, | = ||ul| ..

A continuacién se estableceran algunos ejemplos que permiten visualizar la forma en que se
usa el teorema anteriormente demostrado.

Ejemplo 2.1.2. Tome el espacio de sucesiones X = [’(w) de todas las sucesiones @ = {a(n)}
tales que

P

all ) = (Z la(n)[” w(ﬂ)) < 00,

donde w una sucesion positiva y 1 < p < co. La sucesion u definida por
1
u(n) = —
(n) =

con n € N y cuya grafica es



26 2 Operador multiplicacién en espacios de sucesiones de Kothe

Sucesion u(n)

1.00- =

3=

Figura 2-1: Grafica de la sucesion u(n) =

satisface ||u||,, = 1, por lo que uw € {*°. Segtn el Teorema 2.1.1, el operador multiplicacion
M, : I’(w) — IP(w) es continuo. En efecto, note que para a € X, se puede escribir

||Mua,||lp(w) = [lu- aHlp(w)

- 1/p
) (Z [u(n)P \a<n>’p“’(”)>

no_o 1/p
< (Z lull% |a(n>|p°J<”>>

= [Jull . ”a’Hll’(w) = Ha’Hlp(w) ;

mostrando asi la afirmacion.

Ejemplo 2.1.3. Sea X =1, con 1 <p < o0, 1 < g < oo. La sucesiéon u definido por
u(n) = 2"

con n € Ny cuya grafica es

Sucesidn u(n)

200-

100-

Figura 2-2: Grafica de la sucesion u(n) = 2"
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satisface que ||u|| = oo por lo cual u ¢ [, entonces por el Teorema 2.1.1 se puede concluir
que el operador multiplicacion M, : [, 4) — [y, nO es continuo.

2.2. Operadores multiplicacién invertibles

En esta seccidn se establecerd la condicién necesaria y suficiente para que un operador de
multiplicaciéon actuando sobre un espacio de sucesiones de Kéthe X tenga inversa continua.

Teorema 2.2.1. Sea X un espacio de sucesiones de Kothe y u € [*°. El operador multipli-
cacion M, : X — X tiene inversa continua si y solo si existe 6 > 0 tal que

u(n)| =0 (2-3)
para todo n € N.

Demostracion. Se supone primero que M, : X — X es un operador de multiplicaciéon
invertible. Se puede observar que u(n) # 0 para todo n € N, pues si existe ny € N tal
que u(ng) = 0, entonces la sucesion canoénica e,, € X definida como en (1-4) satisface
M,en, = 0y entonces Ker (M,) # {0} con lo cual M, no es inyectiva. Luego, se puede

considerar la sucesion v = {v(n)}', donde

y como vua = a para todo a € X, se puede concluir que la inversa de M, : X — X es el
operador multiplicacién M, : X — X con simbolo v. Asi, por el Teorema 2.1.1, se sabe que
este operador aplica X en si mismo si y s6lo si v € [*°; con lo cual existe M > 0 tal que

[v(n)] < M,

L

para todo n € N. Por tanto, poniendo § = -

se concluye que
u(n)] =0,

para todo n € N. El reciproco es evidente pues la condicion (2-3) establece que el simbolo
v €l®y M, es lainversa de M,. O

A continuacion se realizaran dos ejemplos para mostrar el uso del teorema enunciado ante-
riormente.

Ejemplo 2.2.2. Sea X = [, con 1 < p < +00, 1 < g < 400 y considere la sucesion
u = {u(n)} € X, definida por
n+1

u(n) = "

con n € N cuya gréfica es
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Sucesion u(n)

Figura 2-3: Grafica de la sucesién u(n) = %t

Se puede observar que
u(n)] <2

para todo n € N y por esta razon, el operador M, : [ q) — l(4) definido por el simbolo u
es continuo (Teorema 2.1.1). Ademés, |u(n)| > 1 para todo n € N; asi que tomando 6 = 1,
se puede concluir que este operador es invertible (Teorema 2.2.1) y su inverso es el operador
multiplicacion M, ' = M, con simbolo v definido por

v(n) =

tal como se pudo ver en la demostracion del teorema anterior.

n
n+1’

Ejemplo 2.2.3. Se toma el espacio X = ¢y y la sucesion u = {u(n)} € X definida por

1
u(”) = 2_nu
con n € N y cuya grafica es
Sucesién u(n)

Figura 2-4: Grafica de la sucesion u(n) =277,

Ciertamente
lu(n)| <

N —
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para todo n € N| por lo que el operador multiplicacién definido por este simbolo es continuo.
También se puede observar que u(n) # 0 para todo n € N. Sin embargo, este operador no
es invertible pues no existe § > 0 tal que |u(n)| > § para todo n € N, debido a que

El problema aqui es que la sucesion v definida por

con n € N no es acotada y por el Teorema 2.1.1 el operador M, no aplica ¢y en cq; de hecho,
si consideramos las sucesiones canénicas e, € co, entonces |le,|,, = 1 para todo n € N;
mientras que

[Myenll, = lvenll,, = lv(n)eall., = [v(n)] = 2" = 400

cuando n — oo y esto dice que M, no es un operador continuo desde ¢y en si mismo. Todavia
més, la sucesion a definida por

con n € N es un elemento de cgy; pero el producto v - @ no pertenece a cqg pues

; L2
nh_)rgo v(n)a(n) = nh_)rgo — = too.

Asi que M, no aplica ¢y en si mismo. Esto culmina el ejemplo.

2.3. Operadores multiplicacién con rango cerrado

En esta seccion se caracterizaran los simbolos u € [*° que definen operadores multiplicacion
con rango cerrado en X. Dicha caracterizacion se basa en el trabajo realizado en el articulo
de R. E. Castillo, H. Rafeiro, J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown || haciendo las
modificaciones correspondientes.

Se recuerda que un operador 7' : X — X se dice que tiene rango cerrado si se satisface que

Ran(T') = Ran(T). Entre los resultados que se deben tener presente para el estudio que se
realizaré en la presente secciéon, se tienen:

1. Un operador T': X — X entre dos espacios normados se dice que es acotado inferior-
mente si existe una constante v > 0 tal que

| T]| = ]|l

Para cada = € X. Equivalentemente, 7" se dice que es acotado inferiormente si existe
algin v > 0 tal que para cada z € X con ||z|| = 1, se cumple ||Tz|| > 7.
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2. Un operador continuo T : X — Y entre espacios de Banach es acotado inferiormente
si y s6lo si T" es uno a uno y tiene rango cerrado.

Para conocer mas sobre los resultados enunciados anteriormente vea el texto de Y. A. Abra-
movich & C. D. Aliprantis [1].

Con el fin de realizar la caracterizacion de los simbolos que definen operadores multiplicacion
con rango cerrado actuando sobre X, es necesario considerar para u € [*°

N, ={neN:u(n)=0}
y su complemento serd N¢ = {n € N : u(n) # 0}. Luego se puede definir el conjunto
X:{deX:d:alj\@ paraalgl’maEX}.

Claramente X es un subespacio de X, también se puede ver que @ € X siysélosia € X y
a(k) = 0 para todo k € N,; y ademas se tiene la siguiente propiedad:

Proposicion 2.3.1. El espacio X es un subespacio cerrado de X.

Demostracion. Sea a € X; entonces existe una sucesion (a,,) € X tal que

Ifm ||@n, — @l|x = 0.
n—oo

Se va a demostrar que @ € X, es decir, a(k) = 0 para todo k € N,,. En efecto, se fija k € N,
y entonces se puede escribir

a(k)] = |an(k) — (k)] < ﬁ ln — @l

donde se ha usado que @, € X y la propiedad enunciada en la Proposicién 1.3.1. Por tanto,

tomando limite cuando n — oo en la expresion anterior, se concluye que |a(k)| = 0. Esto
muestra que a € X pues a = alye. O
Proposicion 2.3.2. El espacio (X, || - ||x) es un espacio de sucesiones de Kithe.

Demostracion. Para mostrar que el espacio es de sucesiones de Kéthe, debemos mostrar las
dos propiedades que lo caracterizan.

1) Sean a y b dos sucesiones tales que b € X y

ja(n)] < [b(n),

para todo n € N. La expresion anterior y el hecho que b(k) = 0 para todo k € N,
garantiza que a(k) = 0, para todo k € N,. Todavia més, como b € X y (X,|| - ||x)
es un espacio de Kothe de sucesiones, entonces @ € X y ||@||x < ||b||x. Esto muestra
que @ € X y el espacio (X, || - |lx) es solido.
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2) Basta ver que las sucesiones canonicas e, con n € N son elementos de X y esto ocurre
pues e, = e, 1.

Por lo tanto el espacio X es de Kothe. O
También sera de utilidad la siguiente propiedad sobre el operador “restriccion’

Proposicion 2.3.3. Si el operador M,, : X — X es continuo, entonces el operador M, con
v = ulye aplica X en X, mds ain ||M,|| < [|M,]|.

Demostracion. Sea el operador M, continuo; tome una sucesion a € X. Entonces, existe
una sucesion a € X tal que @ = aly.. Por otro lado, tome la sucesion v = ul ., asi

M,a = va

= ualNﬁ.

Como el operador M, : X — X es continuo, la sucesion ua € X, por lo que la sucesiéon
ualye € X, mostrandose asi que el operador M, aplica el espacio X en el espacio X. Como
también se cumple

|(va)|(n) < [(ua)|(n)
para todo n € N, dado que el espacio X es solido, se tiene ||val|x < ||lual|x, concluyendo
asi que || M| < [[M,]. a

Ahora se puede dar una caracterizacion de los operadores multiplicacién con rango cerrado
en términos de su operador “restriccion”.

Teorema 2.3.4. Sea u € [*°. El operador M, : X — X tiene rango cerrado si y solo si
M, : X — X tiene rango cerrado, donde v = ulse.

Demostracion. Se asumira primero que M, : X — X tiene rango cerrado; se considera una
sucesion a € Ran(M,) C X; existen sucesiones a,, € Ran(M,) C X con n € N, tales que

|@n — allx — 0

cuando n — oo. Como a, € Ran(M,) existe una sucesion Z)n € X tal que a, = l~)n'v; es
decir, @, = byule. Luego a, € Ran(M,) C X y como ||a, — a||x — 0 cuando n — oo,
entonces @ € Ran(M,) = Ran(M,). Asi, existe una sucesion b € X tal que @ = bu. Pero

a = alye, pues a € X; por esta razon, también se puede escribir

esto es @ = bv con b € X. Por tanto @ € Ran(M,) y esto muestra que el operador
M, : X — X tiene rango cerrado.
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Por otro lado, si el operador M, : X — X tiene rango cerrado y @ € Ran(M,) C X, entonces
existen sucesiones a, € Ran(M,) C X tales que

llan —al|lx — 0

cuando n — oo, ademas a, = by, - u, con b, € X. Luego, definiendo a, = a,lyc y
b, =b,1 Ne, se obtiene a,, = b,v € Ran(M,) C X . Adicionalmente, se observa que

lan — & (k) < |an — al(k) Vk € N.

Ya que el espacio X es solido, se obtiene ||a,—al||x < ||a,—a||x. En particular, ||a,—al|x —
0 cuando n — oo y se puede concluir que @ € Ran(M,) = Ran(M,). Asi existe una sucesion
bEX talquea—b v.

Por otra parte, como a,, = b,, - u, se obtiene que a, (k) = 0 para todo k € N,,. Entonces, por
la propiedad enunciada en la Proposicion 1.3.1, para un k € N, fijo se puede ver que

|a(k)| = [an(k) — a(k)| < m

cuando n — oo. Esto significa que a(k) = 0 para todo k € N, de donde

llan —al|lx — 0

a=aly.=a = bv

—blNc'v—b u

lo cual implica que @ = b-wu con b = l;lNﬁ € X, es decir, a € Ran(M,), por lo tanto el
operador M, : X — X tiene rango cerrado. O]

Como consecuencia importante del resultado anterior, se tiene el teorema principal de esta
seccion.

Teorema 2.3.5. Sea u € [*°. El operador M, : X — X tiene rango cerrado si y solo si
eviste 0 > 0 tal que |u(n)| > & para todo n € N.

Demostracidn. Se supone primero que existe 6 > 0 tal que |u(n)| > 0 para n € NE. Se define
el operador M, : X — X con el espacio X definido como antes, tal que v = u - 1. Para
a € X y todon € N, es posible ver que

[M,(@)(n)] = lv(n)] - la(n)| = dla(n)|. (2-4)

En efecto, si n € N, entonces

|M,(@)(n)| = |(va)(n)| = |v(n)a(n)| = 0.

Ademas, d|a(n)| = 0, obteniéndose asi la igualdad en (2-4), por otro lado, si n € N, entonces

|M,(@)(n)] = [(va)(n)| = |v(n)a(n)| = [v(n)||a(n)| = dla(n)]
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mostrandose asi la desigualdad (2-4). Por lo anterior y dado que X es solido, se obtiene que
[M,al|x > df|al|x

para toda @ € X. Esto significa que el operador M, : X — X esta acotado inferiormente;
en particular, tiene rango cerrado. Asi que por el Teorema 2.3.4 el operador M, : X — X
tiene rango cerrado. Esto demuestra la implicacion.

Reciprocamente, asuma que el operador M, : X — X tiene rango cerrado; entonces, por
el Teorema 2.3.4, el operador M, : X — X tiene rango cerrado. Ahora, se debe ver que el
operador M, es inyectivo. En efecto, si a € X es tal que M,a = 0, entonces por definicién
del espacio X se tiene a(k) = 0 para todo k € N,. Ahora si k € N¢, entonces

u(k) = ulk) Ly (k) = u(k) # 0,

y como M,a(k) = v(k)a(k) = 0, entonces a(k) = 0. En conclusion, a es la sucesién nula.
Esto muestra que Ker(M,) = {0} y el operador M, : X — X es inyectivo.

Dado que M, : X — X tiene rango cerrado y es inyectivo, se puede concluir que este
operador estd acotado inferiormente, por lo que existe 6 > 0 tal que

|Mal|x > dllal|x
para todo a € X , adicionalmente si se toma la sucesion e, definida como antes, con n € N,
se tiene que e, € X ya que e, = e,1,. donde, e, € X por ser X un espacio de sucesiones
de Kothe. Ademés

[Mvenllx = [[venllx = [v(n)] lenllx = dllen]|x,

mostrando asf que |v(n)| > § para cada n € N, por lo que se puede concluir que |u(n)| > 4§
para todo n € N¢. Esto termina la mostracion del teorema. [

Para finalizar la seccion se realizan ejemplos para mostrar la forma en la cual es posible
utilizar el teorema principal.

Ejemplo 2.3.6. Sea X = ces, para 1 < p < oo y la sucesiéon u definida por

con n € N y cuya grafica es
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Sucesion u(n)
5.00-

4.75-

400- =
'

Figura 2-5: Grafica de la sucesion u(n) =5 —

S|

Entonces ||u||l = 5, por lo cual w € [*°. Luego, debido al Teorema 2.1.1, el operador
multiplicacion M, : ces, — ces, es continuo. Adicionalmente, si se pone § = 1/3, entonces se
cumple que |u(n)| > § = 1/3 para todo n € N = N¢, por tanto, el Teorema 2.3.5 garantiza
que en este caso M, tiene rango cerrado.

Ejemplo 2.3.7. Sea X =1? con 1 < p < oo y la sucesion
u(n) = e "y,
con A el conjunto de los niimeros naturales pares. La gréafica de esta sucesion es

Sucesidn u(n)
1.00- =

0.75-

0.25-

0.00-

Figura 2-6: Grafica de la sucesion u(n) = u(n) = e "14.

Entonces se tiene que ||u||o = 1, por el Teorema 2.1.1 el operador M, : [P — [P es continuo,
se tiene ademds que no existe § > 0 tal que |u(n)| > ¢ para todo n € N¢ ya que

abg ) =0,

por lo que, debido al Teorema 2.3.5, el operador multiplicaciéon inducido por el simbolo u no
es un operador con rango cerrado.
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2.4. Operadores multiplicaciéon Fredholm

Los operadores Fredholm forman parte de la teoria espectral de operadores, en la cual se
busca entender el espacio de soluciones para ecuaciones de la forma Tf =g, conT : X — X
un operador continuo sobre un espacio de Banach X de dimensién infinita, donde la existen-
cia y unicidad de la solucién de dichas ecuaciones depende de si el operador T' es inyectivo
o sobreyectivo.

El estudio de los operadores Fredholm resulta bastante util debido a que en ellos se puede
hacer una extension natural de resultados provenientes del algebra lineal a espacios de dimen-
sion infinita; por ejemplo, es en estos operadores donde se tiene una definicion del indice de un
operador i(T") = n(T)—d(T') para espacios de dimension infinita, donde n(7") = dim(Ker(7))
se conoce como la nulidad y d(7') = codim(Ran(T")) se le denomina el defecto y estas canti-
dades son siempre finitas.

Es importante recordar que si se tiene un operador continuo 7' : X — X con X un espacio
de Banach, entonces codim(Ran(7")) = dim(X/Ran(7)), ademas si este operador cumple
que dim(Ker(7")) < oo y Ran(7T) es un subespacio cerrado de X entonces se dice que el
operador es semi-Fredholm superior. El operador T' se denomina semi-Fredholm inferior si
codim(Ran(7")) = dim (X/Ran (7)) < oo, donde esta condicién implica que el operador T°
tiene rango cerrado. Por tultimo, el operador 1" se dice que es Fredholm si es semi-Fredholm
superior e inferior. Estas definiciones y notaciones fueron tomadas del libro escrito por Y.
A. Abramovich & C. D. Aliprantis [1] seccion 4.4 .

Adicionalmente se tienen los siguientes resultados.

Lema 2.4.1. Sean u € [*® y M, : X — X un operador multiplicacion. dim(Ker(M,)) < oo
si y solo si N, es un conjunto finito.

Demostracion. Suponga que N, = {ny,ny, -} es un conjunto infinito; entonces, para cada
n € N, se puede definir la sucesion candnica e,, como en (1-4). Claramente el conjunto
{en :n € N,} es linealmente independiente e infinito. Ademas, esta contenido en Ker (M,,)
ya que para cada m € N — {n}

Mye,(m) = u(m) - e,(m)
—0,

mientras que Mye, (n) = u(n) =0 pues n € N,. Esto muestra que dim(Ker (M,)) = cc.

Por otro lado, se supone que N, = {ni,n9, -+ ,n,} es un conjunto finito. Entonces, como
antes, el conjunto B = {e,, : n € N, } es linealmente independiente y ademés esta contenido
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en Ker (M, ). Se va a demostrar que B es una base para Ker (M,,). En efecto, si a € Ker (M,,),
entonces
M,a=u-a=0.

Si se considera el caso cuando k € N es posible ver que si u (k)-a (k) = 0, entonces a(k) = 0.
Por tanto, a (k) = 0 para todo k € N¢, adicionalmente es posible ver que a(k) puede tomar
valores distintos de cero cuando k € N,,. Asi, es posible escribir la sucesion a en la forma

m
a = E Oéjenj.
Jj=1

Por tanto, cada elemento de Ker (M,,) se puede escribir como una combinacion lineal de los
elementos del conjunto {e, : n € N, }, por lo que {e,, : n € N, } es una base para Ker (M,,),
mostrandose asi que dim (Ker (M,)) es finita. Esto demuestra el resultado. O

Lema 2.4.2. Suponga que uw € [* y M, : X — X es un operador multiplicacion. Si
dim (X/Ran (M,)) < oo entonces N, es un conjunto finito.

Demostracion. Sea X/Ran (M,) un espacio de dimension finita, donde
X/Ran (M,) ={[a] :==a+ Ran (M,) :a € X},

la] = [b] siy solosia—b € Ran (M,) y ¢ € [a] siy solosic — a € Ran (M,). Ademaés, como
es usual, para [a], [b] € X/Ran (M,) y A escalar, se definen

[a] +[b] = [a + ]
Aa] = [Aa].

Se considera el conjunto B = {[e,] : n € N, }, donde e, es la sucesion canoénica definida
n (1-4). Se va a mostrar que B es una base para X/Ran (M,). En efecto, si m € Ny
1, o, -, Qyy, son escalares tal que

aqlen, | + azlen,] + -+ - + amlen,,] = [0],

entonces,

[Z O‘kenk] = [0]5

con lo cual Y ;" | aje,, € Ran(M,,) y existe una sucesion a € X tal que
A1€qn, + gCp, + -+ pepn, =U-a.
En particular, evaluando en k = n; € N, se tiene

aj = ajen, (nj) = aren, (k) + asen, (k) + -+ amen,, (k) =u(k)-a(k) =0



2.4 Operadores multiplicacion Fredholm

y esto se cumple para cada j = 1,--- ,m. Asi B es un conjunto linealmente independiente

de X/Ran (M,,).

Ahora se demostrara que cada clase [¢] € X/Ran(M,) es una combinacion lineal de los
vectores en B. En efecto, dado que dim (X/Ran (M,)) < oo el operador multiplicacion tiene
rango cerrado (vease [1]). Luego, por el Teorema 2.3.5, existe § > 0 tal que |u (k)| > J para

todo k € NE. De aqui que, para cualquier sucesion ¢ € X, se pueden considerar los escalares

a;j = c¢(n;) con nj € N, y se define la sucesion

¢ EZ)), si ke NE,
a(k) =1 "
0, e.o.c.
Entonces
(k)] _ 1
la(k)| = < =|e(k)| para todo k € N,
lu(k)| — 0

pues a(k) = 0 cuando k € N,. Teniendo en cuenta esto y el hecho de que ¢ € X se tiene que
a € X, por definicion de espacio de Kothe. Mas atun, para k € N se tiene c(k) = u(k)a(k)

y
c(k) = > ajen, (k) = c(k) = u(k) - a(k);
j=1
mientras que si k € N, entonces k = n; para algin j =1,2,--- ,m y asi

c(k) — Z aien, (k) = (k) — ajen, (F)

= c(n;) — ajen, (ny)
=a; —a; =0=u(k) - a(k).

Por lo tanto,
c— Zozjenj =u-a € Ran (M,)
j=1

lo cual significa que

[ = ajlen,).

Jj=1

Esto es, B es una base para X/Ran (M,) y como dim (X/Ran (M,)) < oo entonces B es

finito y por tanto N, es un conjunto finito.

]
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Comentario. De la demostracion del Lema anterior es posible observar que si el conjunto
N, es finito y adicionalmente el operador multiplicacion M, : X — X con u € [ tiene
rango cerrado, entonces dim (X/Ran (M,)) < oc.

Ahora bien, como consecuencia de los resultados obtenidos en las secciones anteriores y los
mencionados al inicio de la seccion, se puede obtener el siguiente teorema, el cual fue tomado
del articulo de J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown [10].

Teorema 2.4.3. Suponga que u € [ y sea X un espacio de sucesiones de Kothe. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El operador M, : X — X es Fredholm,

2. El operador M,, : X — X es semi-Fredholm superior,
3. El operador M, : X — X es semi-Fredholm inferior,

4. N, ={k € N:u(k) =0} es un conjunto finito y existe 6 > 0 tal que |u(n)| > & para
todon € Nt = {k € N:u(k) # 0}.

Demostracion. Basta mostrar que (2) = (4) = (3). Se demostrara primero que (2) = (4),
sea M, : X — X un operador semi-Fredholm superior, entonces por definicion Ran(M,) es
un subespacio cerrado de X. Por el Teorema 2.3.5, existe § > 0 tal que |u(k)| > § para todo
k € N¢y adicionalmente dim(Ker(M,)) < co. Por el Lemma 2.4.1, el conjunto N, es finito
y la implicacion queda demostrada.

(4) = (3): Esta implicacion se tiene facilmente debido al comentario realizado al final de la
prueba del Lema 2.4.2.

El motivo por el cual en el teorema anterior bastaba ver que (2) = (4) = (3), se debe a lo
siguiente: si el operador es Fredholm entonces es semi-Fredholm superior y semi-Fredholm
inferior, por otra parte, por Lema 2.4.1 se tiene que (4) = (2), adicionalmente por el Lema
242 (3) = (4) y por ultimo (4) = (1) por Lema 2.4.1 y porque se mostr6 anteriormente
que (4) = (3).

O

Para culminar la secciéon se establecen ejemplos sobre las equivalencias vistas en la seccion
y que estan relacionadas con los operadores Fredholm.

Ejemplo 2.4.4. Sean X = [, para 1l <p < ooy 1 < g < oo, el conjunto A= {1,2,3} y
la sucesion u definida por

1+ si n¢ A,

1
n+1’

0, si neA
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con n € Ny cuya grafica es

Sucesién u(n)
1.254

1.00-

0.75-
=)

0.50-

0.25-

0.00- =

Figura 2-7: Grafica de la sucesion u(n).

Entonces u € [* ya que ||ul||, = 1. Luego, debido al Teorema 2.1.1, el operador multiplica-
cion My, : l(pq) — l(p,q) €s continuo. El conjunto N, es finito y por el Teorema 2.3.5 el operador
es de rango cerrado asi, por el comentario al Lema 2.4.2 se tiene que dim(X/Ran(M,)) < oo,
mostrandose que el operador multiplicaciéon M, es semi-Fredholm inferior y por Teorema
2.4.3 el operador es Fredholm.

Ejemplo 2.4.5. Sea X = [P(w) para 1 < p < oo y tome la sucesion u definida por
1
p— —1
U(?’L) n A,

conn € Ny A={1,2,3,4}, que tiene como grafica

Sucesion u(n)
1.00- '

Figura 2-8: Grafica de la sucesion u(n) = 214.

Entonces ||ulloc = 1y u € [*, asi que el operador multiplicacion M, : I’(w) — IP(w) es
continuo debido al Teorema 2.1.1. De la definicién de la sucesion w es posible ver que el
conjunto N,, es infinito y por Lema 2.4.1 se concluye que dim(Ker(M,,)) = oo, por lo que el
operador M, : [P(w) — [P(w) no es semi-Fredholm superior.



Capitulo 3

Compacidad y la norma esencial

La compacidad es una de las propiedades més estudiadas y es una de las mas importantes
en el anélisis funcional ya que es el estudio de esta propiedad lo que permite unir el anélisis
matematico con el algebra lineal y dar origen a la teoria espectral de operadores compac-
tos. Es de particular interés estudiar cudndo un operador multiplicacion M, : X — X es
compacto, donde como en el capitulo anterior, la idea sera caracterizar los simbolos u € [*°
que definan operadores multiplicacién con esta propiedad, no sin antes estudiar las caracte-
risticas que debe tener el simbolo u para que el operador multiplicaciéon tenga rango finito,
es decir, cuando dim(Ran(M,)) < oco. Los resultados que se expondran en este capitulo con
respecto a estas propiedades fueron estudiadas en el trabajo de J. C. Ramos-Fernéandez &
M. Salas-Brown en [L16].

Adicionalmente, en este capitulo se dan los resultados que se han obtenido en esta in-
vestigacion y que busca estimar o calcular la norma esencial del operador multiplicacién
M, : X — X. El teorema, que se presenta en la Seccion 3.3, esté inspirado en los trabajos de
R. E. Castillo, J. C. Ramos-Fernandez, and M. Salas-Brow [3], J. C. Ramos-Fernandez, M.
A. Rivera-Sarmiento & M. Salas-Brown [18] y J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brow|[17]
donde se mostré como se calcula la norma esencial del operador multiplicacién definida en los
espacios de sucesiones de Lorentz, Cesaro y Orlicz respectivamente. Dado que estos espacios
son ejemplos de espacios de sucesiones de Kothe, surge la pregunta: ;jes posible extender es-
tas estimaciones de la norma esencial sobre un espacio X de sucesiones Kothe?. El Teorema
3.3.1 resuelve parcialmente este problema bajo ciertas condiciones y restricciones.

3.1. Operadores multiplicacién con rango finito

Un operador T': X — X con X un espacio de Banach arbitrario se dice que tiene rango
finito si dim(Ran(7")) < oco. En esta seccion se estudia cuando un operador multiplicacion
M, : X — X tiene rango finito. De hecho, se caracterizan los simbolos u € [*® que definen
operadores de multiplicaciéon con rango finito. El resultado que aqui se presenta se debe a el
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trabajo de J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown [16].

Teorema 3.1.1. Se supone que u € [*°. El operador M, : X — X tiene rango finito si y
solo si N¢ = {n € N:u(n) # 0} es un conjunto finito.

Demostracion. Se supone primero que N¢ = {ni,ny,---} es un conjunto infinito. Entonces
u 3 Y
para cada m € N se define la sucesion e, tal y como se hizo en (1-4), donde esta sucesion
claramente pertenece al conjunto X y por lo tanto la sucesion b, = u - e,, € Ran(M,).
Mas aun, tomando los escalares o, aa, - -+, ,, con p € N y suponiendo que
) ) ) s Yoy

i ijbj = 0.
j=1

Es posible ver que si se evalia la expresion anterior en ng con k € {1,2,--- p}, se tiene que

p
Zajbj(nk) = agbr(ng) = agu(ng) =0,
j=1
con lo cual oy, = 0 ya que ny € N¢. Esto muestra que {by,b,...,b,} es linealmente indepen-
diente y como p € N es arbitrario implica que el conjunto infinito {b,},,.y C Ran(M,) es
linealmente independiente, esto es dim(Ran(M,)) = occ.

Por otro lado, si N¢ es un conjunto finito, entonces se puede escribir N¢ = {ny,na, -+ , Ny}
Luego, la sucesion b; = u - e,, € Ran(M,) para todo j = 1,2,--- ,m y asi el conjunto
B = {bj:j=1,2,--- ,m} es linealmente independiente. Se va a establecer que B es una

base para Ran(M,). En efecto, basta mostrar que cada ¢ € Ran(M,), se puede escribir
como una combinacion lineal de elementos de B. Con este fin, sea ¢ € Ran(M,,); es posible
observar que existe a € X tal que M,(a) = u - a = ¢. Luego para cada j € {1,2,--- ,m} se
puede tomar el escalar a; = a(n;) y se tiene lo siguiente: si k € N, entonces k = n; para
algin j € {1,2,--- ,n} y en este caso,

c(k) = c(n;) = u(n;) - a(n;) = u(n;) - a; = a; - b;(k) = Z%‘bz‘(k)y

pues b;(n;) = 0 para j # . Mientras que si k ¢ NF se tiene que b;(k) = 0 para todo
j=1,2,---,m y se puede escribir

c(k) = u(k)-a(k) =0= Z a;bi(k) = 0.

Entonces

c(k) = Z a;b; (k)

para todo k € N, por lo tanto B es una base para Ran(M,) y asi dim(Ran(M,,)) = m < oo.
Esto concluye la demostracion del teorema. O
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A continuacion se daran ejemplos con el fin de mostrar el uso del teorema establecido en la
presente seccion.

Ejemplo 3.1.2. Sea X = ces, con 1 < p < oo y considere el simbolo u definido por

para n € N, siendo el conjunto A = {1,2,3} y cuya gréafica es

Sucesion u(n)
1.00- ®

0.00-

Figura 3-1: Grafica de la sucesion u(n) = 14(n).

Entonces ||u||s = 1, por lo que u € [*°. Luego, por el Teorema 2.1.1, se tiene que el operador
M, : ces, — ces, es continuo; dado que el conjunto NF es finito, por el Teorema 3.1.1 este
operador tiene rango finito.

Ejemplo 3.1.3. Tome el espacio X = [, con 1 <p < ooy 1l < g <p. Sea la sucesiéon u
definida por

2
u(n) = 3_n’
con n € N y cuya grafica es
Sucesién u(n)

Figura 3-2: Grafica de la sucesion u(n) = 2.
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Entonces |lu|_, = %, por lo que u € [*°. Luego, debido al Teorema 2.1.1, el operador
multiplicacion M, : X — X definido por el simbolo u es continuo. Es posible observar,
segtn la definicion del simbolo u, que el conjunto N es infinito asi que, por el Teorema
3.1.1, el operador M, no tiene rango finito.

3.2. Operadores multiplicacién compactos

En esta seccion se busca caracterizar al simbolo u € [*° para que el operador multiplicaciéon
M, : X — X sea compacto. Se recuerda que un operador lineal T': X — Y con X y Y
espacios normados es compacto si y solo si envia toda sucesion acotada (,) € X en una
sucesion (Tx,,) C Y la cual tiene una subsucesion convergente. Ademas se tiene que:

= Si el operador lineal T': X — Y es acotado y dim (7'(X)) < oo, entonces el operador
es compacto.

» Si (T7,) es una sucesion de operadores lineales compactos de un espacio normado X en
un espacio de Banach Y tal que (T;,) converge uniformemente al operador 7', es decir,
si se cumple que ||T;, — T'|| — 0 entonces el operador limite T' es compacto.

= La composicion de un operador continuo con uno operador compacto da como resultado
un operador compacto.

= El operador identidad es un operador compacto si y sélo si el espacio sobre el cual esta
definido tiene dimension finita.

La teoria enunciada anteriormente fue tomada del texto de E. Kreyszig [10].

Tal y como se hizo en el capitulo anterior, se denotara por X al espacio de sucesiones de
Koéthe. Se da inicio a la seccion estableciendo las condiciones para obtener un operador
multiplicacion M, : X — X compacto; este resultado fue establecido en J. C. Ramos-
Fernandez & M. Salas-Brown [10].

Teorema 3.2.1. Se supone que u € [*°. El operador M, : X — X es compacto si y solo si

lim |u(k)| = 0. (3-1)

k—o0

Demostracion. Suponga que la condicion (3-1) es cierta. Entonces para cada m € N, se
considera el conjunto A,, = {1,2,--- ;m} y se define el simbolo u,, = w - 14,,. Entonces
la sucesion u,, € X para todo m € N, ya que |u,, (k)| < ||u| 14, (k), para todo k € Ny
|ul| 1a,, € X, porser X un espacio de sucesiones de Kéthe. También, por el Teorema 3.1.1
para cada m € N, el operador M, tiene rango finito en X, luego como el limite uniforme
de operadores que tienen rango finito es compacto, basta mostrar que

lim ||M,, — M,| = 0.
m—00
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En efecto, para € > 0 se puede encontrar un N € N tal que
lu(k)| < e (3-2)
para todo k > N. Luego, para m > N y para cualquier sucesién a € X, se tiene

0, st 1 <k<m,
|(um (k) — u(k)) - a(k)| =
lu(k)| |a(k)|, si k>m+1,

de donde,
|(um (k) — u(k)) - a(k)| < ela(k)],

para todo k € N. Como ca € X ya que a € X y ademas X es un espacio de Kothe,
(U —u)-ac Xy
[(Um —u) - al x <ella]x

para todo m > N, esto es, | M,,, — M,|| < e para todo m > N, concluyendo entonces que
lim ||M,,, — M,| =0
m—0o0

y el operador M, : X — X es compacto.

Reciprocamente, se supone ahora que el operador M, : X — X es compacto. Para probar
que la condicion (3-1) es cierta, basta ver que para cada ¢ > 0 el conjunto

B. ={k eN: |u(k)| > e}
es finito. Sea ¢ > 0; se define el conjunto
X.={a€ X :a(k)=0, para todo ke N\ B.}.

El conjunto X, resulta ser un subespacio de X, mas aun, si a € X., entonces existe una
sucesion (a,) C X tal que ||a, — al|y — 0 cuando n — oo. Luego, si para ky € N fijo, se
considera la sucesion eg,, entonces

|an(ko) — a(ko)| ek, < [an(k) — a(k)|

para todo k € N; esto ya que si k # ko entonces 0 < |a,(k) — a(k)| y si k = ko entonces se
tiene la igualdad. Por lo tanto

|an(ko) — alko)| llexo ll x < llan(k) = a(k)|lx =0

cuando n — oco. Asi se tiene que |a, (ko) — a(ko)| — 0 cuando n — oo ya que e, no es una
sucesion nula. En particular, para cada ky € N\ B. se tiene a(ky) = 0y a € X.. Luego, el
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espacio X, es un subespacio cerrado de X.

Como X, es un subespacio cerrado de X, entonces la inclusion i, : X, — X dado por
i-(a) = a es lineal y continua. Asi, se puede realizar la composicion M, oi. : X. — X que
resulta ser un operador compacto ya que el operador M, : X — X es compacto. Ahora se
va a demostrar que Ran(M, oi.) = X.. En efecto, si b € Ran(M, o i.) entonces es posible
encontrar una sucesion ¢ € X, tal que b(k) = u(k) - ¢(k) para todo k € N. La sucesion b se
anula cuando ¢ se anula, asi b € X, y por lo tanto Ran(M, oi.) C X.. Ahorasi b € X, se
define la sucesion

@ ke B
a(k) _ U(k)
0, e.o.c.

Entonces b = u - @ y hay que mostrar que a € X.. En efecto si k € B, entonces |u(k)| > ¢

y asi
b(k)] _ 1
la(k)| = < —|b(k)|;
ey = 2 MY
mientras que si k € N\ B. entonces a(k) = 0. Por lo tanto
1
k)] < * (k)

para todo k € Ny yaque b € X. C X y X es de Kéthe se obtiene que a € X. Mas
aun, a € X, y debido a que b(k) = u(k) - a(k) para todo k € N entonces se concluye que
b € Ran(M, oi.), mostrando asi la igualdad.

Con lo realizado anteriormente, se tiene que el operador M, oi. : X, — X, es sobreyectivo y
compacto. Méas atn, si a € Ker(M, oi.) entonces a € X, y u(k) - a(k) = 0 para todo k € N
entonces a = 0 es la sucesion nula. Por lo tanto el operador M, oi. : X, — X, es inyectivo,
esto es, el operador M, oi. : X, — X. es biyectivo y compacto y esto es posible si y so6lo si
X, es de dimension finita.

Por altimo suponga que el conjunto B es infinito, sea este igual a {ny, no, - - } y defina para
cada m € N la sucesion e,,, donde cada una de estas sucesiones e, € X., por ser X, un
subespacio de X, ademés note que el conjunto conformado por las sucesiones e,, resulta
ser un conjunto linealmente independiente de X, lo que implica que el espacio X, es de
dimension infinita, lo cual resulta ser una contradiccion. Esto concluye la demostracion del
teorema. ]

Para finalizar la seccion se muestran ejemplos donde es posible ver el uso del teorema enun-
ciado y demostrado anteriormente.
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Ejemplo 3.2.2. Sea X = [ y tome la sucesion u definida por

1

u(n) = A D)
con n € N cuya grafica es

Sucesién u(n)

1

Figura 3-3: Grafica de la sucesion u(n) = FICESIE

Se puede ver que ||ul| , = 3, mostrando asf que u € [*° por lo cual el operador multiplicacion

M, : 19 — [? es continuo (Teorema 2.1.1). Ademaés

1

lim | ————
s n(n+1)

n—0o0

o

asi que por el Teorema 3.2.1 se puede decir que el operador M, : [¥ — [¥ es compacto.

Ejemplo 3.2.3. Sea X =[P para 1 < p < 0o y la sucesion u definida por

con n € N y cuya grafica es

Sucesion u(n)

> 0.0-

Figura 3-4: Grafica de la sucesion u(n) = (—1)" -2~
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Entonces |lu|, = 1, por lo cual uw € [*. Luego debido al Teorema 2.1.1, el operador
multiplicacion M, : [ — [P es continuo. Adicionalmente es posible observar que

n—oo

lim ‘(—1)”
por lo tanto el operador multiplicaciéon M, no es compacto.

El proposito de la proxima seccion seré estudiar qué tan lejos se encuentra este operador a
la clase de los operadores compactos.

3.3. Norma esencial del operador multiplicacién

En esta seccion se calcula la norma esencial de un operador multiplicaciéon definido sobre el
espacio de sucesiones de Kothe donde, dado un espacio de Banach X, la norma esencial de
un operador lineal continuo 7' : X — X denotada por ||| es la distancia de dicho operador
a la clase IC(X) de todos los operadores compactos en X; esto es,

1Tl = mf {7 = K[ - K e K(X)},
donde ||T'|| denota la norma del operador T

Para el desarrollo de la teoria que sigue a continuacioén es necesario recordar la definiciéon
de espacio orden continuo, para esto, vea la Definicién 1.3.5 que se presenta en el primer
capitulo del presente texto.

Teorema 3.3.1. Sea u € I, (X, ||-||x) un espacio de Kithe orden continuo tal que la base
canonica es una base de Schauder para el espacio dual de X. Entonces, para el operador
multiplicacion M, : X — X se cumple que

| M,||, = limsup |u(n)|.

n—oo

Demostracion. Por hipotesis la sucesion u = {u(n)} es acotada. Para cada N € N se con-
sidera el conjunto Ay = {1,2,---, N} y se define la sucesion uny = ula,; por el Teorema
3.2.1 el operador multiplicaciéon M, : X — X es compacto. Ademas

”MuHe < |M, — MuNH = HMu—uN“ .
pero si la sucesion a = {a(n)} € X es tal que ||al|y = 1, entonces

|(u(n) = un(n)) - a(n)] < Sy [a(n)|
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para todo n € N, donde Sy = sup {|u(k)|: k> N}. Asi, como el espacio X es solido, se
concluye que la sucesion (u —un)-a € X y

“Mu - MuN“ < HMu(a) - va(“)”)( = H(u - ’U,N)CLHX
< Sy llallx
== SN-

Por tanto || M,||, < Sy para todo N € N. Tomando limite en la desigualdad anterior se tiene
que
0,1, < limsup ()]

n—oo
Por otro lado, sea K : X — X cualquier operador compacto. Se considera la sucesion
(éx) C X, definida como se hizo en la seccién 2.1 ecuacion (2-1).

Se puede observar que ||ég||y = 1 para cada k € N, y que ademés (€;) es una sucesion
acotada en X. El objetivo es mostrar que

Iim || K (&) = 0. (3-3)

Si (3-3) es falso, entonces se puede encontrar un § > 0 y una subsucesion (€y,,) de (€) tal
que

15 (€x,)llx = 6, (3-4)

para todo m € N. Como K : X — X es un operador compacto y la sucesion {€x} es
acotada en X entonces, pasando por una subsucesion (si es necesario), se puede suponer que
{K(€k,,)} converge en X. Esto es, existe una sucesion b € X tal que

Ii K(ey, )— =0.

lim[|K(x,,) = bl x =0
Ahora se quiere mostrar que b = 0 y asi contradecir la Ecuacion (3-4). Por el teorema de
Hahn-Banach, es suficiente probar que h(b) = 0 para todos los funcionales lineales y acotados
h € X. Con este fin, sea h cualquier funcional lineal y acotado en X; entonces, la composicion

hK es un funcional lineal y acotado en X. Luego, por el teorema de representacion de Riesz
(X es orden continuo) para los espacios de Kéthe X, existe una sucesion a = {a(n)} tal que

hK(c) = a(n)-c(n)

para todo ¢ = {¢(n)} € X. En particular, evaluando en €y, , se tiene

_ Ja(kn)]

\hK(ék,,)| =
€ Il x

—0
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cuando m — 0o, debido a que la base canonica es base de Schauder para X’ (ver Proposicion
1.4.3). Entonces

[h(b)] < [h(b) — hEK (€, )| + [hK (k)]
< [Ipl{16 — K (€x,,) [ x + |hEK (éx,,)| =0

cuando m — oo y esto prueba que h(b) = 0. Ahora para cada k € N, se puede escribir

My — K| = |[Mu(ér) — K(ek)llx

> [| M (er)llx — 1K (&r)ll x
1 8
= o lw-enllx = 1)l x
lexl x

= [u(k)] = [ K (ex)llx -
Entonces tomando el limite cuando k& — oo y usando (3-3), se concluye que

M, — K| = lim sup [u(k)|,
k—o0
y por tanto ||M,||, > limsup,_,. |u(n)|, ya que el operador compacto K en X se tomd
arbitrario y esto finaliza la demostracion. O]

Como consecuencia importante del anterior teorema se obtienen los resultados de los articulos
R. E. Castillo, J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown [3], J. C. Ramos-Fernandez, M. A.
Rivera-Sarmiento & M. Salas-Brown [18] y J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown [17].

Ejemplo 3.3.2. Se considera el espacio de Kothe de sucesiones X = [P con 1 < p < c0. Su
espacio dual es [? con % + é = 1. Ciertamente el espacio [ tiene como base de Schauder la
sucesion canonica (ey). Luego, si se define la sucesion u como sigue

con n € N y cuya grafica es

Sucesion u(n)

Figura 3-5: Gréfica de la sucesion u(n) = (—1)" -2~
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Entonces u € I* ya que ||ul| = 1; asi, gracias al Teorema 2.1.1, el operador M, : [P — [P
es continuo; més ain, por Teorema 3.3.1 la norma esencial del operador multiplicacion esta

dada por
n

M,|| = limsu ‘—1" ‘:1.
14, = Ymsup | (~1)
En particular, este operador multiplicaciéon no es compacto ya que su norma esencial no es

cero y de hecho, M, se encuentra a una distancia 1 de IC(X).

Comentario Final. Sibien es cierto que el Teorema 3.3.1 se puede aplicar a muchos espacios
de sucesiones de Kothe, existen espacios para los cuales este resultado no es aplicable. Por
ejemplo, si se pone X = [, entonces su dual es [*® y como este tltimo espacio no es separable,
entonces las sucesiones candnicas no constituyen una base de Schauder para X’ y por tanto
no se puede aplicar el Teorema 3.3.1 en este caso.



Conclusiones

= Los espacios de sucesiones de Kéthe generalizan los espacios clasicos ¢y y I, , Iy, (pq),
ces,, entre otros.

= Los espacios de sucesiones de Kothe que son orden continuo satisfacen un teorema de
representacion de Riesz.

= Bajo ciertas condiciones impuestas al simbolo u se puede caracterizar los operadores
multiplicacion que resultan ser acotados, invertibles, tienen rango finito, son compactos
y Fredholm.

= Como aporte de este trabajo, se logr6 calcular la norma esencial del operador multi-
plicacion definido sobre espacios de sucesiones de Kothe siempre que dicho espacio sea
orden continuo y tenga base de Schauder, generalizando resultados recientes de R. E.
Castillo, J. C. Ramos-Fernandez, and M. Salas-Brow [3], J. C. Ramos-Fernandez, M. A.
Rivera-Sarmiento & M. Salas-Brown [18] y J. C. Ramos-Fernandez & M. Salas-Brown

[17].
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