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Prefacio

;,Cudl es la forma del universo? Esta pregunta ha sido objeto de estudio
del ser humano durante siglos. Newton establecié la ley de gravitacién uni-
versal, la cual nos dice que la fuerza ejercida por un cuerpo sobre otro es
proporcional al inverso de su distancia al cuadrado. Esta definicién posee
una fuerte dependencia de los que consideremos como distancia entre dos
puntos, es decir, la fuerza de atracciéon gravitacional depende de la geo-
metria del universo.

Desde el punto de vista Euclidiano esta distancia es la linea recta que co-
necta los dos cuerpos. Sin embargo, nos podemos preguntar qué sucede si,
a grandes escalas, esta distancia no es una linea recta. Esta pregunta nos
lleva al planteamiento de estas fuerzas en espacios de curvatura constante
donde la menor distancia entre dos puntos ya no es una recta. Esta propie-
dad va a cambiar la descripcién de la geometria de nuestro universo y, de
manera consecuente, las érbitas que puedan describir los cuerpos asumien-
do que interactuan de una manera analoga a como lo hacen en la geometria
euclidiana.

Si situamos n-cuerpos en el espacio, con posiciones y velocidades iniciales, el
comportamiento dindmico de este sistema esta relacionado con su interac-
cion gravitacional. Esta interaccién esta descrita en términos de ecuaciones
diferenciales tanto en el caso de un universo plano, como un universo cur-
vo. En un principio vamos a definir estas ecuaciones en el caso plano y en
términos de fuerzas. Sin embargo, al estudiar la energia asociada a este sis-
tema, vamos a poder deducir las mismas ecuaciones de movimiento, por lo
que tenemos una manera alternativa de abordar el problema pensando en
cantidades conservadas como la energia y no en fuerzas entre las particulas.
La ventaja de este planteamiento, el cual llamaremos Lagrangiano, es que
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nos permite generalizar esta energia a espacios de curvatura constante y asi
poder deducir el sistema de ecuaciones diferenciales que describe su com-
portamiento dindmico.

Este planteamiento estd descrito en el espacio tangente al espacio donde
nos encontremos. De manera analoga podemos realizar esta descripcién en
el espacio cotangente. Este nuevo enfoque, llamado Hamiltoniano, esta des-
crito en térmimos de una nueva geometria: la geometria simpléctica.

La ventaja de este planteamiento es que, a pesar de describir el mismo
sistema, nos permite analizar nuevas propiedades: funciones que van a per-
manecer constantes lo largo de las trayectorias descritas por el sistema.
Finalmente vamos a introducir un tipo particular de soluciones las cua-
les mantienen las distancias entre los cuerpos constantes en todo instante
de tiempo. Vamos a estudiar dos casos particulares de estas soluciones en
espacios con curvatura constante.

VI



Capitulo 1

Planteamiento en R>"

A continuacién vamos a presentar el problema de los n-cuerpos en un
espacio con curvatura cero, es decir, un espacio plano. Comenzamos con
el planteamiento basado en la interaccién de fuerzas del sistema debido a
la presencia de la atraccién gravitacional. Este planteamiento esta basado
en la segunda ley de Newton la cual establece que la suma de fuerzas que
actian sobre un cuerpo es igual al producto de la masa por la aceleracién
de este cuerpo. Es importante mencionar que no se ha encontrado una
solucién analitica en el caso n > 2. Si se desea saber acerca del problema
de los dos cuerpos u otros aspectos no mencionados en este documento
acerca del planteamiento del problema de los n-cuerpos en el caso plano
ver el capitulo 4 y 5 de [Winl4].

Dadas n particulas puntuales de masas m1i,...,m, > 0 con respectivas
posiciones ¢',...,¢" € R3, la fuerza Fj; que ejerce la particula j sobre 1

cumple la ley de gravitacién universal si:

o gmimild — &)

G = : 4
’ lq' — ¢]?

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales describe el comportamiento
dindamico de estas n particulas sujetas a la ley de gravitacion universal:

(1.0.1)

S

P o ~ mimj(¢’ —q') 1
mz‘q—z ij—Z'—i|3’Z_’

j=Lii g 194



2 CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO EN R3N

Se tomaron las unidades tal que la constante gravitacional G = 1. Encon-
trar una solucién analitica a este sistema permitiria saber las posiciones y
velocidades de las n particulas para cualquier instante de tiempo t € RT.

1.1. Motivacion

Definicion 1.1.1. Se define el espacio de configuracién S como el conjunto
de todos los elementos q € R*" de la forma q = (¢',. .., ¢") tales que ¢’ es
una posicién admisible para la particula i-ésima.

El espacio de configuracién, asuminedo un universo plano, es R3". Con esta
definicién estamos admitiendo que dos particulas tengan la misma posicién
por lo que es posible la colicion de dos o més cuerpos. Sin embargo, estos
casos no van a ser considerados.

Para el sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

con ¢' € R3,i = 1,n. Se quiere encontrar una solucién, es decir, una curva
q: R — S tal que m;04 = f(q") con m; la proyeccién de la posicién i-ésima.
Este sistema de ecuaciones es equivalente al sistema de ecuaciones:

i =y, J' = f(q"). (1.1.1)

Con esta idea en mente se define el espacio de configuracién generalizado
TS, donde las variables son ¢', %, es decir, el espacio de posiciones y velo-
cidades de una particula. Ademas la ecuacién del lado derecho en
define un campo vectorial en el espacio de configuracién generalizado lla-
mado campo vectorial de velocidades.

El espacio de configuracién generalizado es el haz tangente del espacio
de configuracién por lo que una soluciéon es una curva ¢ : R — TS con
o(t) = (g,q) tal que la velocidad (b en cada punto coincide con el campo
vectorial de velocidades en ese punto.

Se tiene entonces que una solucién al sistema de ecuaciones diferenciales
es una solucién al sistema de ecuaciones diferenciales la cual
es una curva en 1'S.

Queremos ver que estas ecuaciones son consecuencia de un principio varia-
cional el cual da lugar a las ecuaciones de Euler-Lagrange. Este principio
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variacional estd definido en términos de una funcién en T'S que condensa
la informacién de (1.0.1)) en términos de la energfa asociada al sistema.

1.2. Primera ecuacion de Euler

En las siguientes secciones vamos a mostrar la relacion entre el problema
de los n-cuerpos y un principio variacional. Para mas informacién sobre
la relacién de la mecéanica Lagrangiana y los principios variacionales ver
[Brild].

Sea f : T'S — R una funcién suave y y : R — S una curva suave en S. Se

define b
- / f()dt

Definicion 1.2.1. La variacién de primer orden del funcional F, denotada
0F, viene dada por:

5Fwﬁm=<ifb+dm>ﬂ, (1.2.1)

donde dy es una curva suave en S tal que dy(a) = dy(b) = 0. Esta funcién
se llama variacién de y.

Desarrollando la ecuacién (1.2.1) obtenemos

sFlwal = [ [0 + 5]

integrando por partes

[ (g (o) - [ oo (57)
=[5 (G oo (5), -0 (55))

Ya que 0y(a) = dy(b) = 0, entonces

MWMzL%Wﬁgi(gﬂ
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0
Sea 8';: la derivada funcional de F con respecto a y definida por
OF _of d <8f>

oy Oy dt \9y

Si 0F|y, 0y] = 0 para toda variacién de y entonces el camino y maximiza o
minimiza el funcional F.

Esta condicién es equivalente a a—y =0, es decir
0 d (0 .02 0? 0?
of _d (of j+ /o) (1.2.2)
dy  dt \ 9y 8 8y8y otoy

La ecuacién se llama primera ecuacién de Euler. La solucién de esta
ecuacion nos da un camino en S que maximiza o minimiza el funcional F.

1.3. Lagrangiano en R*"

En la anterior seccién se defini6 el funcional F en términos de la funciéon
suave f. Dicha funcién va ser un objeto matematico que vamos a llamar
Lagrangiano y nos va a dar informacién sobre la energia total del sistema.

Definicion 1.3.1. La energia cinética de un sistema almacena la infor-
macion de la energia debida al movimiento de este sistema. En este caso

T:TS — R se define .
1 i
=5 mig(d', "),
i=1

donde g = 5qui ®dg’.

Definicion 1.3.2. La energia potencial es debida a la presencia de fuer-
zas en el sistema. En este caso almacena informacién de la posicion de
las particulas y su correspondiente interaccion debido a la presencia de la
atraccion gravitacional. El potencial U : § — R se define

mim;
Z:Z:W—M

i=1 j=1,j7#1¢
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La energia cinética es una funcién suave pues, vista como una funcién
de R3" a R, estd dada por el producto interno usual que es suave. Por
otro lado la energia potencial es suave pues es la composicién de funciones
suaves.

Definiciéon 1.3.3. El Lagrangiano L : T'S — R asociado al problema de
los n-cuerpos se define por:

L=T-V, (1.3.1)

donde V es el potencial, en este caso V' = —U. Tomamos la energia po-
tencial con el signo negativo para que el cero del potencial se encuentre
en el infinito. El Lagrangiano es una funcién suave pues es una suma de
funciones suaves.

Por lo tanto para el funcional L[g f L(g)dt, la curva q ]R — S
maximiza o minimiza este funcional si se cumple la condicién , es

decir: oL 4 /oL
— == ]. 1.3.2
Oq dt <3q> (1:32)

La ecuacién ([1.3.2)) se llama la ecuacién de Euler-Lagrange.
Es importante notar que el Lagrangiano, en el caso plano, es independiente
del tiempo. Para ello

dL dT_%dU _%dUi ( +cuﬂ>
_— = — -_— = l - ml .
dt  dt T dt 4 g = a\mid + 5
- dU
Ya que la fuerza gravitacional es conservativa, se tiene que m;q* = —d—
q"

por lo tanto

dt =4q iq dq =q iq iqd ) =Y,

es decir que L es constante en el tiempo.

1.4. Deduccién de las ecuaciones de movimiento

Tenemos el Lagrangiano asociado al sistema y qué condicién debe cum-
plir una solucién q para que sea un maximo o minimo del funcional £
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asociado a L. Desarrollando esta condicion, es decir, desarrollando las ecua-
ciones de Euler—Lagrange para L se tiene:

oL _or U _ou
d¢g Oq 9dq Oq’
oL _oT ou _ ot
G  9¢  9¢ 9q’

esto ya que la energia cinética depende sélo de la velocidad y la potencial
sélo de la posicién. Ademaés

8£ <6U 8U)’

dq  \og" 7 b
0£_<8£ f’£)
o \oql " agn )

con:
OU 1 & 1 " omumi(¢? — ¢)
33 Y mnsg () - 3 e,
i=1 j=1,j#i J=15# 7 — |

T
87(]" = m;q,

d (0T d . i
a (qu :%(miQ):miQ-

Por lo que un camino q = (q',...¢") minimiza o maximiza el funcional

cuando ([1.2.2)) se cumple, es decir

oL _d (o1
dq dt \9q)’

lo que es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales:

mim; (¢’ — q")

T e — 4l
J=1,j#1

77’:17

S

Por lo tanto para optimizar el funcional asociado al Lagrangiano se re-
suelven las ecuaciones de Euler—Lagrange, lo que nos da una solucién al
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sistema, de ecuaciones diferenciales planteado para el problema de
los n-cuerpos. Esto nos permite plantear este problema en términos del La-
grangiano, el cual guarda informacién de la diferencia de energias asociadas
al sistema, y no en términos de las fuerzas involucradas en este. Vamos a
utilizar este hecho para deducir las ecuaciones de movimiento en espacios de
curvatura constante mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange. Para ello
necesitamos generalizar la energia cinética y potencial en estos espacios.
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Capitulo 2

Espacios de curvatura
constante

En el anterior capitulo se introdujo la nocién de una nueva funcién
definida en el espacio de configuracién generalizado: el Lagrangiano. Este
nos permite derivar las ecuaciones de movimiento para el problema de los
n-cuerpos mediante las ecuaciones de Euler—Lagrange, es decir, conocer el
Lagrangiano nos permite conocer las ecuaciones de movimiento.

Ya que la energia cinética y potencial dependen de la geometria de nuestro
espacio, la cinética de la métrica y la potencial de las distancias definidas
por esta métrica, entonces tenemos que estudiar el comportamiento de la
métrica y geodésicas en espacios de curvatura constante. Ademads se estu-
dian las isometrias primero porque estéan relacionadas con las geodésicas y
ademads van a ser fundamentales en la definicién de un tipo de soluciones
especiales que se llamaran en equilibrio relativo y definiremos en el capitulo
5.

Al decir que el espacio de configuracion es R3" estamos asumiendo que el
universo es plano pero jqué se puede decir si no lo es? Esta pregunta nos
lleva al planteamiento del problema de los n-cuerpos en otros espacios, en
nuestro caso, espacios con curvatura constante. Por lo tanto se van a in-
troducir las herramientas necesarias para plantear este problema en estos
espacios: la esfera y la pseudoesfera.

Los resultados que van a ser presentados estdn basados en [BP12] y [Dial2].

9
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2.1. Espacio Hiperbdlico

Existen distintas formas de definir este espacio, que es en realidad una
variedad. Para nuestros propdsitos se va definir como subespacio del espacio
de Minkowski. Se utiliza este modelo pues es el que permite ver su relacién
con la esfera (de aqui su nombre de pseudoesfera).

Modelo

Definiciéon 2.1.1. Se define el espacio n-dimensional de Minkowski M"
como un espacio vectorial real con base {vi,...,v,} y una forma bilineal,
simétrica de signatura (n — 1,1), es decir, si z,y € M" con z = > z;v; y
Yy = > y;v; entonces:

n—1
i=1

Para hacer distincion con el producto interno usual en R", se va utilizar
la notacién (-, ), para (2.1.1). Ademds si y € M" es tal que (y,y)» = 0
entonces y pertenece a un cono llamado cono de luz. La importancia fisica
de este cono de luz es que divide al espacio-tiempo en tres componentes
conexas: el interior del cono representa los eventos que pueden ser afectados
por una particula emitida el instante ¢ = 0, el cono son los eventos que
pueden ser alcanzados por un haz de luz emitido en el instante t =0 y la
parte exterior eventos que no se veran afectados por lo que suceda en ¢ = 0.
Un evento es un punto en el espacio de configuracién. Ademds todo punto
del espacio de configuracién debe pertenecer al interior del cono, pues las
velocidades consideradas para las particulas son menores que la velocidad
de la luz.
Ya que este es un espacio vectorial de dimensién n se puede construir el
isomorfismo ¢ : M" — R”™ definido por v; — e;, donde {ey,...,e,} es una
base de R™. Por lo tanto M™ es una variedad de dimensién n. El espacio
M™ junto con (-, ) es llamado espacio-tiempo. La coordenada con signo
negativo es considerada la variable temporal.
Sea H"~! C M" el conjunto:

H" ' = {z€M": (z,2), = —1, z, >0}, (2.1.2)
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es subvariedad pues si se toma ¢ : M" — R definida ¢(z) = (z, z), se tiene
que d¢ = (2x1,...,—2x,) es sobreyectiva para todo elemento z € M" tal
que 7 # 0. Ya que 0 € ¢~1(—1) se tiene que —1 es un valor regular de ¢
por lo que ¢~ 1(—1) es una subvariedad de dimensién n — 1. Como ¢~ 1(—1)
tiene dos componentes conexas, cada una de estas va a ser una subvariedad
de la misma dimensién, H" ! es una de estas componentes.
La subvariedad va ser llamada pseudoesfera o espacio hiperbdlico.
Para ver que es una variedad Riemanniana basta con encontrar una forma
bilineal, simétrica, suave y definida positiva en TH" .
Ya que:

T,H"' = Ker(dg(x)) = {y € M" : (z,). = 0},

y {-,-)« es bilineal, simétrica y suave entonces basta con mostrar que es
definida positiva.

Sea y € T,H" 1, se tiene que (y, y)» # 0 pues de otra forma perteneceria
al cono de luz. Sea z € H"!, para todo y € T,H" ! se puede encontrar
0 # « € R tal que £+ ay pertenece al cono de luz. Si esto no fuera posible
existirfa un elemento z en el espacio tangente que es paralelo a cualquier
direccién del cono por lo que ese elemento cumpliria que (z, ), = 0, lo cual
no es posible. Por lo anterior se tiene que:

(4 ay, o+ ay) = (z,2)« + 2a(z, g + oy, y)e =0,

(y,9)« = 1/a?,
por lo tanto para todo y € T,H"~! se cumple que (y, y). > 0.
Por las anteriores aclaraciones H" ! con (-, ), es una variedad Riemannia-
na.

Isometrias

Definiciéon 2.1.2. Sea V un espacio vectorial de dimensién n con una
forma bilineal, simétrica y no degenerada (-, -). Llamamos GL(V') al grupo
de transformaciones lineales de V en V. Se define:

O(n) ={A € GL(V) : (Ax, Ay) = (z,y),Vr,y € V}

como el grupo de transformaciones ortogonales de V.
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Definicién 2.1.3. Sea W un subespacio de V. Ya que (-, -) es no degene-
rada se tiene que V.= W @ W. Sea 7 : V. — W la proyeccién tal que
siv =w+wh conw e W, wt € W entonces 7(v) = w. Se define la
reflexién con respecto a W, o reflexién paralela a W+, como la aplicacién
p:V — V tal que:

p(v) =27(v) —v.

Las reflexiones que se van a considerar de ahora en adelante van a ser
respecto a un hiperplano, o paralelas a un vector v € V' tal que (v, v) # 0.
Sean z,y € V tomando una reflexion p paralela a v € V se tiene que si
z=oav+v yy= v+ con v, v € {v}t entonces p(z) = —av + 'y
p(y) = —Bv +v". Ademss:

(p(2),p(y)) = (—av+0', =po+0") = af(v,v) —a(v,v") = B, v) + (v',0")
(z,9) = (av + ', fv +2") = aB(v,v) + alv,v") + B, v) + (¥, v")

ya que (v,0") = (v,v) = 0, entonces (p(z),p(y)) = (z,y), por lo que
peOV).

Proposicién 2.1.1. O(V) es generado por reflexiones.

Demostracion. Notar primero que —I es generada por las reflexiones pa-
ralelas a cada uno de los elementos de la base. Por inducciéon sobre la
dimension del espacio. Para n = 1 es inmediato. Suponemos que es cierto
para un espacio de dimensién n. Sea V un espacio vectorial de dimensién
n + 1 con una forma bilineal no degenerada (-,-). Tomamos A € O(V) y
v eV tal que (v,v) # 0.

Se puede asumir que (Av — v, Av —v) #0 o (—Av — v, —Av —v) # 0.

Por la aclaracion inicial si A es producto de reflexiones —A también lo sera
por lo que se va asumir que se cumple el primer caso.

Sea p la reflexion paralela a Av — v, se tiene que:

1
—i(A’U—U),
0= (Av —v,Av + v),

1
v= §(Av+v)

por lo tanto p(v) = Awv, es decir, (po A)(v) = v. Si se restringe po A a {v}+
entonces (po A)|,L € O(v).
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Ya que vt es un espacio de dimensién n se aplica la hipétesis de induccién

por lo que (po A)|vt es un producto de reflexiones y se puede extender a
V por lo que A serd también un producto de reflexiones. ]

Se va a tomar V' = R" con (-, -).. Por la proposicién O.(R") es generado
por reflexiones. Ademds es un grupo con la composicién y el subindice
es para indicar que estd asociado a la forma bilineal (-,-),. Se denotara
O(H"~!) al subgrupo de O.(R") que deja a H"~! invariante.

Definicién 2.1.4. Un difeomorfismo f : H*~! — H""! es isométrico si
para todo z € H"! se tiene que (dfz(v),dfs(w))x = (v,w), con v,w €
T,H"~!. El conjunto de todos los difeomorfismos isométricos de H* ! se va
denotar por Z(H"1).

Teorema 2.1.1. Z(H"!) = O(H"!)

Demostracion. Sea f € T(H"™1), se toma x € H*~! arbitrario. Ya que df, :
TH" " — Ty H" ! es isometria entre T,H" ! = Tty T H" T = f(z)*
se tiene que la aplicacién A : R"t! = Rz @ 2= — R™*! definida por:

Az +v) = Af(z) + dfz(v),
con f(z) = Az 'y dfy = Alga—1 en H'! satisface
(A(v), A(w))« = (f(v), f(w))s = (dfa(v), dfe(w))s = (v, W),
por lo que A|gm-1 € O(H"1). Ademas, ya que f = A en H""! entonces:
T(EH") = {Aljn1 : A€ OH")}.

Esta asignacién claramente es isomorfismo por lo que Z(H"~1) =2 O(H"1).
O

Una matriz C' se llama simétrica si C = C7T. El espacio de matrices
simétrices de tamano n x n lo vamos a denotar por S(n).
La aplicacién df, : T,H" ! — T f(I)H”*I tiene asociada la matriz de deri-
vadas parciales que la representa como transformacién lineal de T, H" ! a
Tf(x)anl. Para A € GL(R"™) tenemos

(Ax7Ay>* = <ATA1', y>* = <Z‘, y>*
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por lo que A es isometria si AAT = I. De aqui el nombre de grupo ortogonal
pues es el grupo de matrices ortogonales.

Sea ¢ : GL(R") — S(n) definida ¢(A) = AT A. Tenemos que O,(R") =
¢~ (I) y ya que

— T T
49(B) = lim J(A+1tB)— f(A) _ | (A+tB)(A+tB)" - AA
—0 t t—0 t
AAT+tABT+tBAT+t2BBT _ AAT

= lim = ABT + BAT,
t—0 t

I es valor regular de ¢ si para toda matriz C' € S(n) y A € O(R"™), existe
1
B € R™™ tal que dpa(B) = C. Tomando B = §C’A obtenemos

1 1
dpa(B) = ABT + BAT = 5(AATCT + CAAT) = 5(C+ ch =c.
Por lo tanto O, (R™) es variedad diferenciable. Ademas es cerrada por ser
preimagen de un conjunto cerrado.
Geodésicas

Proposicién 2.1.2. Sea (N, h) una variedad Riemanniana y M una sub-
variedad de N que es punto fijo de la isometria ¢ : N — N. Entonces M
es totalmente geodésica en N.

La prueba de esta proposiciéon y otros resultados sobre geodésicas se
pueden encontrar en el capitulo 7 de [Gud0§].

Teorema 2.1.2. Sean € H" 1, 2 € T,H" ! con (z 2), = 1. La geodésica
que sale de x, con velocidad z viene dada por:

R > ¢t — cosh(t) - x4+ sinh(¢) - 2

Como conjunto viene dada por la interseccion de H" ™! y el subespacio lineal
generado por z, z en R™,

Demostracion. Sea W el plano generado por zy z, v una geodésica maximal
que sale de z con velocidad z. Sea ¢ € O(H"!) definida por ¢y = id y
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Figura 2.1: Geodésica empezando en x con velocidad z en HZ.
¢l = —id. Ya que ¢(z) = zy dz¢p(2) = z se tiene que la geodésica 7y es
¢-invariante por lo que v C W NH"!. Ademas la aplicacién
R > ¢ — cosh(t) - x+ sinh(¢) - 2

proporciona una parametrizacién de W N H"™!, por lo que coincide con
- O

Por la definicion de la geodésica se tiene que estd definida para todo
t € R. Ademas dados =,y € H" ! se puede encontrar z € T,H" ! y ¢y € R
tal que cosh(tp) - £+ sinh(tg) - 2=y

2 (elo 4+ e7t0)g
. -1
z = (sinh(to)) <y — cosh(tp) - w) e T— (y - 5 ),
2 to —to
sita=———yf= M, entonces z = ay — afz. La condicion
elo —e~to 2

z € T,H" ! permite encontrar o y 3 de la siguiente forma:

(2, 2)x = a2, y)« — aB(z, 7) = 0,
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<$, y>* - _/87

cuando a # 0, es decir, cuando t es finito. Ademas

(2 20 = 0y, Y)s — 20°B(x, y)« + & Bz, 1),

= —a? +2a°8% — a*B% = —a*(1 — 7).
Por la relacién cosh?(z) — sinh?(z) = 1 se tiene que 1 — % = —a~2. Luego

—a*(1 - %) = (=a?)(-a7?) =1,
es decir, para z = ay — afz con (z, y)» = —f se cumple que z € T,H" ! y
(2, 2)x = 1. Ademas con el valor de ( se obtiene el valor de @ mediante la
relacién 1 — 2 = —a~2. Entonces dado z,y € H* ! se encontré z tal que
z € T,H 1 y (2 2), = 1, por lo que existe una geodésica que conecta
con y de la forma v (t) = cosh(t) - x + sinh(t) - z . La ecuacién (z, y), = —f
permite encontrar el punto tog para el cual ¥(tg) = y.
De la anterior aclaracién se deduce que cualesquiera dos puntos de H" ! se
pueden conectar mediante una geodésica que ademas es maximal pues esta
definida para todo t € R. Por lo tanto H" ™! es una variedad Riemanniana
completa.
Finalmente la geodésica que conecta dos puntos de H" ! es obtenida por
la interseccién del plano generado por estos dos vectores con H" 1.

Curvatura

Los resultados que se van a presentar en esta seccién fueron obtenidos
basados en [Lee01] y [Rio02].
Una parametrizacién para H? viene dada por ¢ : R>g x [0,27] — M? tal
que ¢(o,0) = (sinho cosf,sinhosinf, cosho). Esta parametrizacién nos
permite definir una nueva métrica dada por el pullback de (-,-). bajo ¢.
Se va escribir de manera conveniente la métrica (-,-), para facilitar los
calculos. Se tiene entonces que g = (-, -), = da? 4 dy? — dz* donde dz, dy, dz
son covectores duales al sistema de coordenadas estandar (=, y, z) de M?.
Ademds si u,v € TyH? con u = (ug, ty, uz),v = (Vg, vy, v;) entonces

da? (u,v) = dz dz (u,v) = Sym(dz ® dz)(u,v) = % Z dz ® dz(Tu, Tv)
TES2

1
b (d:r@ dz(u,v) + dz® dz(v, u)) =dzx®dzr (u,v) = Uzvy,
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por lo que:
9(u, V) = UgVg + Uyvy — UV, = (U, V).

Aplicando ¢*g se obtiene

¢*g = d(sinh o cos §)? + d(sinh o sin )? — d(cosh o)?
= (cosh o cos fdo — sinh o sin #df)? + (cosh o sin fdo + sinh o cos 0d)? + (sinh odo)?
= (cosh2 o cos® § + cosh? o'sin? § — sinh? o) do® + ( sinh? o' sin? # + sinh? o cos® 9) de>
= do® + sinh® 0d6”.

Expresando esta métrica de forma matricial se obtiene:

G=( M 92 _ 1 0
921 Y22 0 sinh’c /-
Sea {0,,09} base de T,H? con 7,n € T,H? tales que 7 = 7,0, + 790y ¥y
1 = Ne0s + N90p. Entonces

o= (7 )( o e ) (0 )

por lo que las componentes de la matriz guardan toda la informacién de la
meétrica.

Definicién 2.1.5. El haz tangente de H?, denotado TH?, se define:

TH® = | | T,H”.
pEH?
Sea 7 : TH? — H? la proyeccién tal que si v € T,H? entonces 7(v) = p.
Un campo vectorial es una seccién de la aplicacion 7, es decir, una funcién
continua X : H?> — TH? con p — Xp tal que m o X = Idy2. Esta condicién
garantiza que X, € 7T, pH2 para todo p € HZ2.
El conjunto de todos los campos vectoriales de H? se va denotar por X (H?).

Definicion 2.1.6. Una conexién afin es un mapa:
V: X(H?) x X(H?) — X(H?)
(X, Y) — VxY

tal que cumple:



18 CAPITULO 2. ESPACIOS DE CURVATURA CONSTANTE

(1) VxYes lineal en X sobre C*°(H?), es decir:

VixtgvZ= [VxZ+gVyZ, VfgeC®MH?).

(2) VxYeslineal en Y sobre R, por lo tanto:

Vx(aY+b2) =aVxY+bVxZ, Va,beR.

(3) Satisface la regla del producto:

Vx(fY) = fVxY+(X[)Y, VfeC®H).

Llamamos a la conexién libre de torsion si:
VxY-VyX=[XY],
y es compatible con la métrica (-, -), de H? si:
X(Y, Z)» =(VxY,VxZ),.

Existe una tinica conexién afin que es libre de torsién y compatible con
la métrica. Esta conexién se llama la conexién de Levi-Civita.

Definicién 2.1.7. Sea {0,;} base de T,H? asociada a las coordenadas ;
de H?. Se tiene que:

donde V es la conexién de Levi-Civita y Ffj son los simbolos de Christoffel.
Existe una expresiéon para estos en términos de una carta local y el tensor
métrico en el espacio tangente dada de la formas:

1
k

9 [8Zigjm + azjgmi - 8$mgij] gmk: (2-1-3)

donde g;; es la componente 4, j de la matriz g* y ¢” es la componente 17, j
de (g*) 1.
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Nota: En las ecuaciones se estd utilizando el convenio de suma de Eins-
tein donde se asume una sumatoria sobre los valores de indices repetidos
de la ecuacién, por ejemplo en la ecuaciéon se asume una sumatoria
sobre los valores que pueda tomar m.

Recordando que ¢g;; = 1,019 = go; = 0, ¢y = sinh?’c y g'' = 1,42 =
@' =0, ¢*2 = (1/sinh? 5), los simbolos de Christoffel para la conexién de
Levi-Civita asociada a ¢* vienen dados por:

1
I == 05911 + 00911

2
2 1
'y, = B [0 911 + 05 g11
1 ].
Iy = B (05921 + Da 911
1
P%2 =3 [05 921 + O 911
1

1
- 30911] 911 + 3 [50912 + 051 — a49911] 921 =0,

2

1
— 95911] 9" + = [0 912 + 05991 — Dog11] 97 = 0,

2

1
— dog12] g™ + 3 (05922 + D9 921 — Dogn1] g** = 0,

1
— 05912] 9"% + = [0 22 + 00 g1 — pgr1] g** = coth o,

2

1
T3, = = [Oog11 + Oog1a — Oog21] g'* + = (09912 + 0o Gos — Dpgo1] g** = 0,

— N

F%l =3 (00911 + 09912

2

1
— 05921] 9" + = (00912 + 0o gos — Dpga1] g** = coth o,

2

1
Iy = 5 (09921 + o915 — Org22] "'+

1 .
5 (00920 + 90922 — Dpg2a] 9! = —sinh o cosho,

1 1
3, = 5 [O6921 + Do g12 — Org22] g + 5 (0G0 + Do gos — Dpgas] g*% = 0.

Por lo tanto

Va(ﬁa =0,
Vo,09 = Vp,0, = coth o0y,
Vo,0p = —sinh o cosh 00,.

Definimos un (0, 4)-tensor, llamado tensor de curvatura de Riemann, dado

por:

Rm(X,Y,Z,T) = (R(X,Y)Z,T)..
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donde R(X, Y)Z=VyVxZ—-VxVyZ—VxyZ.
Sean 05,0y € TpH2 dos vectores linealmente independientes. La curvatura
seccional asociada al plano 7 generado por 0y y 0, viene dada por:

Rm(0y, 09, 0s, O

K(ﬂ'): m( g 97 (o] 9) 5.
<80') 80‘>*<897 a@)* - <80'7 89)*
Ya que el plano 7 coincide con T/p}HI2 y la parametrizacién de H? permite
definir 7 para cualquier p € H? de la misma manera, pues la parametriza-
cién es global, entonces K (7) es igual para cualquier p y serd la curvatura
seccional de H2. Para calcular K (7) tenemos:

R(0y,09)05 = —09,  Rm(0y,09,05,0p) = —sinh?q,

(85,0549, Og)s — (D, Dp)s> = sinh? 0.

Por lo que

Rm(9,, 09,05, O,
K - 0000000
<8O'7 8U>*<897 a9>>0< - <aO'7 a@>*
Entonces la curvatura seccional de H? es igual a —1. Este razonamiento
se puede aplicar para H" ! y se va obtener que su curvatura seccional es
k=-—1. )
Nota: Para k < 0 se define la pseudoesfera de radio —i como:

Vk
Hy '={zeM": (z,2), =k '}.

La parametrizacion de esta difiere de la pseudoesfera de radio unitario
en un factor. Realizando los cdlculos se puede ver que la métrica de este
espacio es k™! veces la métrica g en H" !. Una vez se hacen los cambios
en el calculo de la curvatura seccional se obtiene que esta es k.

2.2. Esfera

En la seccién anterior se introdujo la pseudoesfera, un espacio de cur-
vatura constante negativa, en esta se van a definir y dar las propiedades de
la esfera, espacio con curvatura constante positiva.

Es importante notar la estrecha relacion que tienen en su definicion, la cual
va permitir definir un espacio que captute la informacién de espacios con
curvatura constante.
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Modelo

Sea R™ con el producto interno usual denotado por (-,-). Se define la
esfera n — 1 dimensional S*~! como:

S*l = {zeR": (z,2) = 1}. (2.2.1)

Es una variedad (n — 1)-dimensional pues si ¢ : R” — R es tal que ¢(z) =
(z,z) entonces el diferencial d¢p = (21, ...,2x,) es sobreyectivo para todo
elemento z € R™, tal que z# 0. Ya que 0 ¢ ¢~ (1), se tiene que 1 es valor
regular de ¢ por lo que S"! = ¢~!(1) es una subvariedad de dimensién
n — 1.

La subvariedad va ser llamada esfera. Es una variedad Riemanniana
con la métrica inducida por el producto interno (-,-) de R™.

Isometrias

Las definiciones y resultados sobre isometrias de la pseudoesfera son
ciertas para un espacio vectorial de dimensién finita con forma bilineal no
degenerada. Por lo tanto de manera andloga se tiene para S*~! con (-, -):

O(R") = {B € GL(R") : (Bz, By) = (z,y),Vz,y € R"}
OS" ) ={AcOR"): AS" ) =s""1}
Proposicién 2.2.1. O(S" 1) es generado por refleviones.

Un difeomorfismo f : S"~! — S*~1 es isométrico si para todo z € S*~!
se tiene que (df,(v),dfz(w)) = (v,w) con v,w € T,S" !. El conjunto de
todos los difeomorfismos isométricos de S"~! se va denotar por Z(S"~1).

Teorema 2.2.1. Z(S"1) = O(S" 1)

Geodésicas
De manera analoga se puede demostrar en S~ ! que :

Teorema 2.2.2. Sean z € S" 1, z € T,S"! con (2,2) = 1. La geodésica
que sale de x con velocidad z viene dada por:

R >t — cos(t) - z+sin(t) - 2
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Figura 2.2: Geodésica empezando en z con velocidad z en S2.

Como conjunto viene dada por la interseccion de S"~1 y el subespacio lineal
generado por z,z en R™,

Por la definicién de la geodésica se tiene que estd definida para to-
do t € R. Ademés dados z,y € S*! se puede encontrar z € T,S"~! con
(z,2) = 1y top € R tal que cos(tp) - z + sin(tp) - z = y. Este resultado se
obtiene de manera analoga al resultado de la seccién de geodésicas de la
pseudoesfera. Por lo tanto S"~! es una variedad Riemanniana completa.
Finalmente la geodésica que conecta dos puntos de S~ ! es el plano gene-
rado por estos dos vectores intersectado con S* 1.
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Curvatura

Una parametrizacién para S? viene dada por ¢ : [0, 7] x [0, 27] — R? tal
que ¢(o,0) = (sino cosd,sinosin b, cos o). La métrica dada por el pullback
de (-,-) bajo ¢ es :

¢* g = sin® 0do?® + db>.

Expresando esta métrica de forma matricial se obtiene:

9*—<911 ng)_(SiHQQ 0)

921 922 0 1)

Los simbolos de Christoffel para la conexién de Levi-Civita asociada a
¢*(g) = ¢* vienen dados por:

I, =0, I'?, = —sinf cos,
I'l, = cot 6, I, =0,
'y, = cot 6, i, =o,
g, =0, I3, =0,

por lo tanto

Vo,00 = —sinf cos 00y,
Vo,09 = V,05 = cot 00,
Voa,00 = 0.

Dados 0,0y € Tp82 dos vectores linealmente independientes. La curvatura
seccional asociada al plano 7 generado por dy y O, viene dada por:

Rm(0y, 09, 0s, 0p)

B = 00000 00) — D O

Ya que el plano 7 coincide con Tp82 y la parametrizaciéon de S? permite
definir 7 para cualquier p € S? entonces K (7) es igual para cualquier p,
por lo que la curvatura es constante. Para calcular K (7) tenemos:

R(0y,09)0y = sin’ 00y, Rm(0y,0p,0s,09) = sin’ 0,

(8, D)5 (0, D) s — (Dp, Bp) s> = sin? 0.



24 CAPITULO 2. ESPACIOS DE CURVATURA CONSTANTE

Por lo que
K(ﬂ') — Rm(60'186780'769) — 1
(Oors D) (D9, Dp) — (D Do)
Entonces la curvatura seccional de S? es igual a 1. Este razonamiento se
puede aplicar para S”~! y se va obtener que su curvatura seccional es 1.

1
Nota: Para k > 0 se define la esfera de radio — como:

vk
Spl={zeR": (z,2) =k}

la parametrizacién de esta difiere de la esfera de radio unitario en un factor.
Realizando los célculos se puede ver que la métrica de este espacio es k™!
veces la métrica g en S*~!. Una vez se hacen los cambios en el célculo de
la curvatura seccional se obtiene que esta es k.

2.3. Unificacién de espacios

La unificacién de los espacios y el uso de una k-trigonometria en estos
son ideas que se encuentran en [Dial2].
El espacio donde el movimiento de los cuerpos se da es:

M; = {(w,2,y,2) :w? +2® +y* + 022 =k, con 2 >0 si k <0},
donde o es la funcién signo

o 1, st k>0,
| -1, si k<O.

Notemos que esta definicién permite escribir:
3 3 3 3

El producto interno de a = (aw, @z, ay,a.) con b = (by,by,by,b.) en
este espacio viene dado por

(a,b) = awbyw + azby + ayby + oazb,,
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Figura 2.3: Proyeccién estereografica en S2.

v lo vamos a denotar por a ® b.
La distancia entre a y b viene dada por la longitud de la geodésica que
conecta estos puntos. En el caso de la esfera viene dada por:

d(a,b)gy = k™% cos ™! (k(a, b)),
de manera andloga en la pseudoesfera
d(a,b)yg = (=k)~/* cosh ™ (k(a, b).).
Asi, la funcién distancia en M% viene dada por:
k=12 cos™ ! (k(a, b)), si k>0,
dg(a,b) =< |a—bl, si k=0, (2.3.1)

(=k)~'/2 cosh™(k(a, b)), si k<O.

Para ver que las métricas en Si y ]HI% tienden a la métrica euclidea en
R3 cuando k — 0 se va a utilizar la proyeccién estereografica. Considerar
(w,z,y,2) € M3, R el radio de la esfera y la aplicacién (W, X,Y) al hiper-
plano 3-dimensional z = 0 dado por las transformaciones de coordenadas

biyectivas
Rw Rzx Ry
R—o02’ R—o02’ R—o02’
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Figura 2.4: Proyeccién estereogréfica en H?Z.

con inversas

B 2R?W B 2R?X
T R ITom 4 ox210v2 T Rt oW?+oX2+0Y2
y 2R%Y RW?+ X2 +Y?%-0R?)

frd z = .
R2Z4+oW?2+0X2+0Y?2’ R24+oW2+0X240Y?2

En el caso k > 0 estas transformaciones son la proyeccién estereografica

usual por lo que se tiene que la imagen de (W, X,Y) es R y en el caso

k < 0 se tiene D? con radio k~/2 = R.
La métrica en Mz viene dada por:

ds* = dw? + dz? + dy? + od2>.

Tomando el pullback de esta métrica bajo la proyeccién estereografica se
tiene que
4RY(dW? + dX? + dY?)

ds® = .
(R2+0W?2 +0X2+0Y?2)?
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Ahora dividiendo el numerador y denominador por R* y tomando limite
cuando R — oo se obtiene:

ds® = 4(dW? 4 dX? + dY?).

Ademaés cuando k — 0 se tiene que R — oo por lo que la distancia
es continua con respecto a la variable k.

Ya que vamos a aplicar métodos variacionales se necesita que estas distan-
cias estén definidas en el espacio ambiente por lo que se redefine la funcién

distancia como:
k=12 cos! ( ke, b) ) , si k>0,

VE(a,a)\/k(b,b)

dp(a,b) =< |a—1b|, si k=0,

_k)1/2 cosh— L k{a, b si
(—k)~'/2 cosh <\/k<a,a>*\/k:(b,b>*>’ k < O0.

3
Notemos que en S,

VE(a,a) = \/k{b,b) = 1,

ademas en ]HI,?;

VE(a,a), = \/k{b,b), = 1.

Lo que esto dice es que dj, = dj; en Mz.

2.4. k-trigonometria

Se quiere unificar la trigonometria circular e hiperbdlica por lo que se
va a introducir la k-trigonometria con el objetivo de poder escribir estas
funciones trigonométricas en funcién de la curvatura del espacio. Para ello
el k-seno se define como:

k=12 sin(kY/2z), si k>0,
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Y el k-coseno se define como:

cos(k'/?x), si k>0,
cosg(z) == ¢ 1, si k=0,

cosh((—k)'/2z), si k<0.
Asi, la k-tangente y k-cotangente vienen dadas por:

tan(o) = T con (o) =

cosg(z)

sing(z)’

respectivamente. La k-trigonometria se puede definir a partir de estas k-
funciones trigonométricas. Sin embargo, solo se va a utilizar la siguiente
relacién:

k sing (z) + cosi(z) = 1

Estas relaciones nos permiten definir la funcién distancia en Mi de la forma:

di.(a,b) = cos; * < ha©b ) (2.4.1)

VIa®al/b® ]

para todo a,b € M% vy k #0.



Capitulo 3
Lagrangiano en (S%)" y (H?)"

Este capitulo sigue la deduccién de las ecuaciones de movimiento ex-
puesta en [Dial2).
En el primer capitulo se hablé de las ecuaciones de movimiento del proble-
ma de los n-cuerpos en el caso plano, es decir, en R3". Estas ecuaciones son
consecuencia de las ecuaciones de Euler-Lagrange aplicadas al Lagrangiano
asociado a este problema.
En esta seccién vamos hacer la deduccion de las ecuaciones de movimiento
en espacios con curvatura constante a partir de un nuevo Lagrangiano, el
cual nos va permitir dar el andlogo de en (M3)", el nuevo espacio de
configuracién. Ya que nuestro nuevo espacio de configuracion es la esfera o
pseudoesfera de radio k, entonces va a ser una variedad diferenciable.

3.1. Potencial curvo

El Lagrangiano estd definido en términos de la energia potencial y
cinética. Vamos a definir Uy como el potencial curvo. La condicién princi-
pal de este potencial es que sea el potencial definido en R3” cuando k = 0.
Definimos entonces U}, como:

n

Uk(q) :== %Z Z mim; cot(di(q', ¢*)) (3.1.1)

i=1 j=1j#i

29
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con coto(do(q’, ¢/)) = |¢* — ¢/| L. Ademas Uy, — Uy = U cuando k — 0 por
la continuidad de las funciones k-trigonométricas y de dj con respecto a la
variable k.

Para k # 0 se puede obtener la siguiente expresion utilizando la relacién
k-trigonométrica k sing () + cosi(z) = 1:

kq' J
W mimy (k)2 2L O

1 kq' ® qiv/kql ® ¢J
AR SS Ve © 4 VkeI O g

i=1 j=1,j#i kq' © ¢
g—0 = - : -
VG © ¢ kal © ¢

que es equivalente a la expresion

)

. . 1/2 7 7
1<ici<n 0(kq" © ¢') (kg7 © ¢7) — o(kq' © ¢7)?]

donde q = (¢*, ...,q") con ¢ € M% para i = 1, n.

Definiciéon 3.1.1. Una funcién f : R™ — R se llama homogénea de grado
a € R, si para todo 1 # 0y g € R™ se tiene que:

f(ng) =n"f(q).
Teorema 3.1.1. Toda funcion homogénea de grado o cumple:
q-Viq) =af(q).

Notemos que el potencial curvo es una funcién homogénea de grado 0
para k # 0 y de grado —1 para k = 0.
Por lo tanto para k #0y q € M,?;" se tiene:

lo cual es equivalente a:

4G OVaUi(q) =0, i=Tn. (3.1.2)

Por el abuso de notacion con V, es conveniente recordar que este diferencial
es para funciones definidas en (M3)™, por lo tanto para ¢; = (%, y;, 2, w;)
se tiene que Vg, = (0g;, 0y,, 0z, 00w, ).
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3.2. Dinamica Lagrangiana con restricciones

Definiciéon 3.2.1. Sea L = T — V el Lagrangiano de un sistema de n
particulas cuyos movimientos estan restringidos a una variedad, con T la
energia cinética del sistema y V su energia potencial. Si las posiciones
y velocidades de las particulas vienen dadas por g¢;,q; y sus restricciones
de movimiento por las ecuaciones f' = 0 para i = 1,n, respectivamente.
Entonces el movimiento del sistema estd descrito por las ecuaciones de
Euler-Lagrange con restricciones

4 (0L 0L 08
dt \ 0¢’ 0q* gt

0, i=1,n, (3.2.1)

con A llamados multiplicadores de Lagrange vy la distancia definida en todo
el espacio ambiente.

3.2.1. Deduccién de las ecuaciones de movimiento

Para nuestros propésitos V' = —Uy, con Uy, definida de la forma (3.1.1)).
La energia cinética viene dada por:

Zmz kq QQ)-

Por lo tanto el Lagrangiano es de la forma:

Li(q,4) = Ti(q, ) + Ur(q)-

Ya que cada ¢* € Mz entonces ¢' ® ¢' = k~! por lo que f,i =¢do¢d -k
Ademis como ¢ ® ¢ = k! entonces ¢ ©¢* =0y

d [(OLy o A
. i — i.q/ 1 2 i Z../L7 .: 1’ ,
dt(@q”) mit(kq' © ¢') + 2m;(kq' © ¢') = myg' , i n
oL i i i ,
aqf =mik(q' ©¢")q" + VuUr(q) , i=1,n.

Por lo tanto la ecuacién de Euler-Lagrange (|3 para Lj:

mi' — mik(¢' © ¢')q" — Vi Usk(g) — 2\ (t)g" = 0. (3.2.2)
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Para determinar )\}; (t) notemos que 2¢* ® ¢° + 2¢' ® §¢ = f,ﬁ = 0 por lo que
iod=—d0o§. (3.2.3)
Aplicando ®¢' a se obtiene
mi(§' © ¢') —mik(q' © §') (¢ ©¢") = VuUr(q) © ¢ — 20, (1) (¢ © ¢') =0,
por y ya que ¢' © ¢* = k™! se tiene que
mi(§' © ') —mi(q' © ') = 2k XL (8).
Finalmente por la aclaracién
Np(t) = —kmi(¢' © ¢"),

y sustituyendo A () en la ecuacién se obtiene:

mi§' =V Ur(q) — mik(d' ® ¢')q’, (3.2.4)
con:

mim| k|32 [¢ — (k¢' © ¢7)q']
3/2

tiUk(q) = zn: (3.2.5)

j=1,j#i [0 —o(kq' © ¢7)?]

Las ecuaciones (3.2.4) y (3.2.5) describen el problema de los n-cuerpos en
espacios con curvatura constante para k # 0.

En la seccién (1,3) se mostré que el Lagrangiano es constante a lo largo del
tiempo. Notemos que esto es posible gracias a que, en el caso plano, se tiene
que m;q’ = —V,:U. Sin embargo, para el caso curvo se tiene la ecuacién
(3.2.4) por lo que el Lagrangiano ya no serd independiente del tiempo.

3.3. Independencia de la curvatura

Las ecuaciones (3.2.4) y (3.2.5)) dependen de k. Para ver que estas son
independientes de este parametro tomemos los cambios de variable 7 =

. ) ood o ., .
k3%t vy ¢* = |k|~/?r". Ademés por notacién d—rz = r". Se tiene entonces
T
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que:

mim;|k[*? [¢7 — (k¢' © ¢7)q']

VUil =

=1, o — o(kq' © ¢7)2)°/
" omymylk| [P — (1 © rI)rf]
- Z 3/2

stz lo—a(rteri)?

mig' = |k]miri",

mik(§’ © ¢)q" = kmy(r" @ 7).
Por lo tanto las ecuaciones (13.2.4) y (3.2.5) son equivalentes a:

" " omgmalk| [ = a(rt © ri)rt
\k‘\mir’ _ Z 3 ]| ’[ ( ) ]

— kmi(ri/ ® ri,)ri
. . 3 2 )
e lo—olrieriyY

o " omymy 1 —o(rt @ rd)rt v N

mirt = i | . ( : "] —om;(r" ©r")r'. (3.3.1)
— % 7)2 3/2

j=1,j#i [0 —o(rt ©17)?]

Notemos que r* © r* = |k|¢' ® ¢ = o por lo que r* € H*! cuando k <0y
r* € S"! cuando k > 0.

Se tiene entonces que nuestras ecuaciones de movimiento son independien-
tes de k por lo que basta con tomar la esfera y pseudoesfera unitarias para
estudiar el comportamiento de los cuerpos en cualquier espacio de curva-
tura constante.
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Capitulo 4

Geometria Simpléctica

La métrica Riemanniana ¢ es un campo tensorial covariante simétrico
definido en la variedad. Las formas diferenciales son campos tensoriales
covariantes alternantes. Estas nos permiten definir y estudiar algunas pro-
piedades de las variedades simplécticas.

4.1. Preliminares

Sea V € X(M). Una curva suave v : J — M se llama curva integral de
V si

Vw(t) = Vl(t)v
para todo ¢ € J. En un sistema de cartas locales (U, z', ..., ") podemos
escribir v(t) = (y1(¢),...,7™(t)). Por lo tanto encontrar una curva integral

a un campo vectorial queda descrito en coordenadas locales de la forma
0 , 0

Y () — =V'(v(t)=—
7't 0 (V) 5 o

es decir, para encontrar una curva integral se debe resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales
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Por la existencia y unicidad de la solucién de un sistema de ecuaciones
diferenciales, existe € > 0 tal que 7 : (—e,e) — M es una curva integral de
V con v(0) = p.

Lema 4.1.1. Sea V un campo vectorial en una variedad M, J C R un
intervalo y v : J — M curva integral de V. Para todo b € R, la curva
4:J = M definida 3(t) = y(t +b) es una curva integral de V con J = {t :
t+be J}.

Demostracion. Sea f € C*°(M) funcién suave definida en una vecindad de
A(to). Se tiene que

d
¥ (to) f = pr t:to(f o) = t:to(f oY) (t+0b)
= (foy)(to+b) =7"(to +b)f = Vi) [-
O

Supongamos que las curvas integrales de V' estan definidas en todo R.
Para cada p € M existe una dnica curva integral que pasa por este punto
denotada por 8®) : R — M. Sea t € R, se define la funcién 6, : M — M
tal que 6;(p) = ¢, donde ¢ es obtenido luego de recorrer la curva integral
iniciando en p un tiempo %, es decir:

0:(p) = o) (t).
Por el anterior lema se tiene que

01 0 05(p) = Or1s(p)-
Ademids, por definicién
fo(p) = p,

por lo que el mapa 6 : R x M — M define una accién a izquierda del grupo
aditivo R en M. Este mapa lo vamos a llamar el flujo global de V' en M.
Para todo p € M se define V), € T,M como

vV, = 9@’ (0).
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La asignacién p — V), se llama generador infinitesmal de 6.
Sea f € C*°(M), tenemos

0

FOV(t) = 9t o)

Vi(p) =V, f =00 (0)f £(6(t,p)).

~ dt li=o0

Ya que f(6(t,p)) es composicién de funciones suaves se tiene que V f(p) es
suave. Como funcién de p también lo es por lo que V' es suave.
Para to € R arbitrario y ¢ = 6 (to) se tiene

0D (t) = 01(q) = 0u(01,(p)) = Orsao(p) = 0P (¢ + to),

por lo que

Vif =090 = & IO 1) = 09 (1)

(@) -~
dt t:of(e 7)) = dt lt=0

Por lo tanto V, el generador infinitesimal de 8, es un campo vectorial suave
y sus curvas integrales son las funciones %) : R — M para todo p € M.
Sea w € Q¥(M), V € X(M) y 6 el flujo de V. Ya que 6; : M — M es
un difeomorfismo entre una vecindad de p y 6:(p) entonces el pullback 6
mapea k-formas en 6;(p) a k-formas en p. Por lo tanto

0; (wo, () — wp
esta bien definido y es una k-forma en p.

Definicion 4.1.1. La derivada de Lie de una k-forma en la direccion de
un campo vectorial V es

d * , 92{ (wﬂt (p)) —Wp
(vl = ] (0100 = i L=

Se tiene que F*(w An) = F*w A F*n. Por lo tanto
Ly(wAn)=(Lyw) An+wA (Lyvn).
Sea f una O-forma, es decir, una funcién suave en M. Por definicion
0;F(p) = F(0u(p)) = f o 0P (1),

por lo tanto

(LvHp) = 3| fo oW =dfp(0(0) = dfp(V;) = V().
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Teorema 4.1.1. Férmula madgica de Cartan: En una variedad M, pa-
ra cualquier k-forma diferencial w y cualquier campo vectorial V,

Lyw =1y (dw) + d(tyw) (4.1.1)

Para mas informacion sobre los flujos asociados a un campo vectorial
ver [Lee0I].

4.2. Variedades simplécticas

Un 2-covector w en un espacio vectorial V' de dimensién finita se llama
no degenerado si el mapa @ : V. — V* definido w(v) = 1w es invertible.
Esta condicién es equivalente a que para cada 0 # v € V existe un w € V
tal que w(v,w) # 0.

Un 2-covector no degenerado se llama tensor simpléctico, ademas (V,w) se
llama espacio vectorial simpléctico.

Ejemplo 4.2.1. Sea V un espacio 2n dimensional con base (41, By, ..., A, By)
y correspondiente base (al,3',... a™, B") del espacio dual V*.
Para w € A%2(V*) definida

n
w:Zai/\Bi, (4.2.1)
i=1
se tiene que actua en la base de la forma:

w(A;i, Aj) = w(B;, Bj) = 0 w(Ai, Bj) = —w(Bj, A;)) = 8. (4.2.2)

Para v = a'A; + b'B;, si w(v,w) = 0 para todo w € V entonces

Por lo tanto v = 0 , es decir, w es un tensor simpléctico.

Dado un subespacio S C V se define el complemento simpléctico de S
como

St={veV:www) =0,vweS}
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Lema 4.2.1. Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico. Para cualquier
subespacio S CV se tiene dim S + dim S+t=dimV.

Demostracion. Sea S C V subespacio. Definimos @ : V' — S* como ®(v) =
(Low) P

Para ¢ € S* arbitrario, sea ¥ una extensién de ¢ a V*. Ya que & es un
isomorfismo, existe v € V' tal que t,w = 1. Por lo tanto ®(v) = 1, es decir,
® es sobreyectivo. Ademds Ker(®) = S+ por lo que

dim(V) = dim(Im(®)) 4 dim(Ker(®)) = dim(S*) + dim(S™).
Ya que dim S* = dim S se cumple dim S + dim S+ = dim V. O

Para un subespacio 1-dimensional S se tiene que w(v,v) = 0 para todo
elemento de S, por lo tanto S C S*. Esto sugiere que la condicién de ser
no degenerado permite una nueva clasificacién del complemento ortogonal
de un subespacio S C V:

simpléctico si SN S+ = {0};

» isotrépico si S C S+;

coisotroépico si S+ C S

= lagrangiano si S = S*.

De la definicién es claro que S es simpléctico si y solo si S+ lo es. Ademés
si S es simpléctico, u € Sy w(u,u) = 0 entonces u = 0. Por lo tanto w|g
es no degenerado.

Proposicion 4.2.1. Sea w un tensor simpléctico en un espacio vectorial
m-dimensional V. Entonces V es de dimension par y existe una base tal

que se cumple (L2) y [£2.2).

Demostracion. La prueba se realiza por induccion sobre m. Para m = 0 no
hay nada que probar.

Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico de dimensién m > 1 y suponga-
mos que la proposicién es cierta para espacios vectoriales simplécticos de
dimension menor que m.
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Sea 0 # A; un vector de V. Ya que w es no degenerada existe B vector en
V tal que w(A1, B1) # 0. Se puede suponer que w(A1, B1) = 1. Ya que la
2-forma es alternante se tiene que B no puede ser multiplo de A; por lo
que el conjunto {A;, By} es linealmente independiente y dim V > 2.

Sea S el conjunto generado por Aj, Bi. Por el anterior lema se tiene que
dimS+ = m — 2, ademds ya que w|g es no degenerada entonces S es
simpléctico, por lo que S+t es simpléctico. Utilizando la hipétesis de in-
duccién se tiene que existe una base (Ag, Ba, ..., Ap, B,) de St tal que

se cumple (4.2.1) y (4.2.2)). Tomando la base (A1, By, ..., Ay, By) de V se

cumplen las hipétesis. O

Una k-forma w es exacta si existe una (k — 1)-forma 7 tal que dn = w,
ademads w es cerrada si dw = 0. Ya que d o d = 0 se tiene que toda forma
exacta es cerrada.

Una 2-forma no degenerada en una variedad M es una 2-forma w tal que
wp es un 2-covector no degenerado para todo p € M.
Una forma simpléctica es una 2-forma no degenerada que es cerrada.

Definicién 4.2.1. Sea M una variedad y w una forma simpléctica, llama-
mos a (M,w) una variedad simpléctica.

Por la anterior proposicién se tiene que toda variedad simpléctica tiene
dimensioén par.

Definicién 4.2.2. Sean (Mj,w;) v (Ms,ws) variedades simplécticas. Un
difeomorfismo F': M7 — M> se llama simplectomorfismo si F*wy = wy.

Ejemplo 4.2.2. R?" con las coordenadas estandar (z',..., 2% ¢y',... 3"
es una variedad simpléctica con la forma simpléctica

n
wo = dei A dif.
i=1
Un elemento en T*M tiene la forma (g, ¢) con ¢ € Ty M. Ya que ¢ es
una 1-forma evaluada en el punto ¢, entonces el pullback bajo m es una

1-forma evaluada en el punto (g, ¢).
Definimos 7 € QY(T*M) como:

T=n"¢,
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llamada 1-forma tautolégica. Para v € T{, 4)(T* M) tenemos que

T(g.0) (V) = Oldm(g ) (V))-

Proposicion 4.2.2. Sea M wuna variedad. La 1-forma tautoldgica T es
suave y w = —d1 es una forma simpléctica en T* M.

Demostraciéon. Las coordenadas naturales de (¢, ¢) € T*M son de la forma
(x',..., 2", &, ..., &) con o la representacién en coordenadas de ¢ y ¢ =
Yo &dat. Ya que w(z,§) = x entonces n*(da’) = da’, por lo tanto

T (&ida’) = &da'.

Entonces 7 es suave, pues en sus coordenadas las componentes son lineales.
Sea w = —dr € Q*(T*M), ya que dw = —d(dr) = 0 entonces es una
2-forma cerrada. Ademads en coordenadas naturales se tiene que

n
w=Y di NdE;.
i=1
Por la identificacién de un abierto de T*M con un abierto de R?" bajo las
coordenadas naturales se tiene que w es la forma simpléctica candnica de
R2" por lo que es w es forma simpléctica. O

La 1-forma tautolégica permite definir una 1-forma en el espacio co-
tangente a partir de una 1-forma en el espacio tangente. Por lo tanto las
simetrias del espacio tangente son llevadas al espacio cotangente mediante
T.

La forma simpléctica definida en la proposicién se llama forma simpléctica
canénica de T* M.

Teorema 4.2.1. (Darbouz). Sea (M,w) una variedad simpléctica 2n-
dimensional. Para todo p € M existen coordenadas (x,...,x", y', ... y")
centradas en p tales que w estd representada en estas coordenadas de la
forma

w= Z dz' A dy'. (4.2.3)
=1

La prueba de este teorema y mas resultados sobre la geometria simplécti-
ca pueden ser encontrados en [DSTO0I] y [McI15].
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4.3. Formalismo Hamiltoniano

Los resultados expuestos en esta seccion son basados en el capitulo 22
de [Lee01] y el capitulo 5 de [GN12].
Sea, M una variedad n-dimensional. Definimos el conjunto

TM&T*M = | | T.M x T; M,
zeM

donde (v,) € T,M x T} M es de la forma

n a n
v = v a:Zpidqi.

i=1 ‘
Este conjunto es una variedad con la estructura diferenciable dada por las
coordenadas locales (¢',...,q" v', ..., 0", p1,...,pn); con (¢',...,q") las
coordenadas locales en M. Esta variedad tiene asociadas las proyecciones
m :TM&T*M - TMy my: TM ®T*M — T*M definidas m (v,a) =v
y me(v, ) = a.
Vamos a definir la funcién hamiltoniana extendida H : TM & T*M — R
como:

H = a(v) — L(v), (4.3.1)

donde L es el Lagrangiano. Escrito en coordenadas locales
n
H(ql"_"qn”Ul"_"Un7p17‘_.’pn>:Zpivi_L(qu‘_.’qn”ulj‘_.’vn)’

por lo que

n

dH = Z (pz- 8vl>dv + Z vidp; — ged

=1 =1

Si restringimos HaT,M x {a}, con z € M y a € T} M fijos, entonces el
conjunto de puntos criticos satisface

oL
bi = D0

(¢*, ..., q" v .. 0", (4.3.2)
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llamaremos S a este conjunto.
En coordenadas locales, definimos

oL 8L).

\Ij(qlv"'7qn7vlv"'7vn7p17"'7pn): (pl_wvapn_%

Por lo tanto S = ¥~1(0). Ya que la matriz de derivadas de W es de la forma

oL oL I
dqovi  ovigvs T )

entonces para cualquier punto en S esta matriz es de rango méximo por lo
que S es subvariedad de TM & T*M con dimensién 2n, ademas el mapa
mls : S — TM es un difeomorfismo. Si ma|g : S — T*M es un difeomor-
fismo, entonces el Lagrangiano asociado a la funcion Hamiltoniana exten-
dida se llama hiperregular. Para un Lagrangiano hiperregular se tiene que
molgom|s i TM — T*M es un difeomorfismo llamado transformada de
Legendre.

Definimos la funcién Hamiltoniana H : T*M — R como

H = -[;[07[-2‘5717

por lo tanto

dH = vidp;i - g; dq'.
=1 =1

Ya que H es funcién suave en T* M, entonces

OH . ~~0H
- dq’ + 7dpi.
aq" ; Op;

n

dH =
i=1

Por las anteriores igualdades tenemos que

oH _ oL
dgt  9g"’
(4.3.3)
oH
oy vl

En consecuencia la funcién Hamiltoniana, a pesar de estar definida en el
espacio cotangente T*M el cual no posee métrica Riemanniana, guarda
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informacién sobre la métrica Riemanniana de la variedad .

Las ecuaciones de Euler—Lagrange definen un campo vectorial en el espacio
de configuracién T'M . Las transformaciones de ([1.3.2)) bajo (4.3.3)) da lugar
a las ecuaciones de Hamilton:

. OH
(4.3.4)

. OH

pZ - 8(]@ .

Estas definen un campo vectorial en 7% M. Por lo tanto vamos a tener que
las soluciones al problema de los n-cuerpos seran las curvas integrales aso-
ciadas a este campo vectorial. El sistema (M,w, H), donde (M,w) es una
variedad simpléctica y H funcién Hamiltoniana, se llama sistema Hamilto-
niano y por las ecuaciones de Hamilton describe el mismo flujo que
se describe en el formalismo Lagrangiano por lo que es solucién al sistema
de ecuaciones diferenciales .

El campo vectorial Hamiltoniano de H es el campo vectorial suave Xg
definido por

Lxyw = dH,

para cualquier campo vectorial Y se tiene
w(Xg,Y)=dH(Y)=YH.

En las coordenadas dadas por el teorema de Darboux escribimos

LN I
Xszl(a 6qi+b8pi)'

1=

Para determinar los coeficientes (a', b") calculamos:

n

ixgw =Y _(a'dp; — b'dg’),

i=1

"\ OH  , OH
deE(aqidq + 8pidpi>.
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. OH . OH
Igualando estas dos expresiones se tiene que a' = 3 y b =— 9 por lo
Pi q

" /0H 9 OH 9
XH:;(apiaqi_aqiapi)'

que:

Aunque el campo vectorial Hamiltoniano estd definido de manera andloga al
gradiente en geometria Riemanniana, este cumple propiedades complemen-
tarias al gradiente, pues estd definido en términos de una forma simpléctica.
Estas propiedades son:

Proposicién 4.3.1. Sea (M,w) variedad simpléctica y H € C°(T*M).
(a) H es constante a lo largo de cada curva integral de Xpy.

(b) Para cada valor regqular de H, el campo vectorial hamiltoniano X
es tangente a la curva de nivel de H.

Demostracion. Ya que
XyH =dH(Xp) = w(Xy, Xn),

y como w es alternante se tiene que Xy H = 0. Por lo tanto H es constante a
lo largo de las trayectorias descritas por Xy, es decir, sus curvas integrales.
Ademds, al H ser constante a lo largo de una curva integral se tiene que la
preimagen de un valor regular de H es una curva integral por lo que Xg
es tangente a la curva integral, por lo tanto a la curva de nivel de H. [

Ya que el Hamiltoniano extendido (4.3.1f) estd definido en términos del
Lagrangiano, podemos encontrar el Hamiltoniano asociado al problema de
los n-cuerpos. Para ello primero debemos pasar de las coordenadas del
espacio tangente al cotangente, por lo que utilizamos , entonces:

pl_aql

-1

= m;q .

Por lo tanto
T i i % )
(a.p) =5 ;1 m (cq" ©q"),
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Ula) = Z : Z Notl/2°
1<icj<n 0 —0(q¢" © ¢7)?]

Sea
H(q,p) =T(q,p) — U(q). (4.3.5)
Ya que
OH 1
8Pi =m; "Di,
OH

—1 i
5 = ViU(q) —m; (pi © pi)g’,

las ecuaciones de Hamilton (4.3.4) nos dan el campo vectorial X en el
espacio cotangente, dado por:

n
0 0
_ -1 ‘ ey )
X =32 (0 20 30 + (VU a) =i s ©p)a') 5, ).
Por lo tanto una curva integral de este campo vectorial debe cumplir el

sistema de ecuaciones diferenciales (3.3.1)), es decir, las ecuaciones asociadas
al problema de los n-cuerpos en espacios de curvatura constante.



Capitulo 5
Ejemplos

Ya que O(S?) y O(H?) son las isometrias de S* y H?, dadas n particulas
puntuales de masas myq, ..., m, > 0 tales que sus trayectorias preservan las
distancias para todo instante de tiempo, sus soluciones estan descritas por
la accién de los grupos O(S?) y O(H?) sobre S* y H®. Si ademds estas
isometrias preservan la orientacién, es decir, las matrices ortogonales de
determinante 1 SO(S?) y SO(H?), entonces la accién de estos grupos van
a generar un tipo particular de soluciones las cuales vamos a llamar en
equilibrio relativo. Gracias al teorema del eje principal de Euler vamos
a poder dar una descripciéon més detallada de este tipo de soluciones y
algunos ejemplos.

Las soluciones propuestas, los criterios para su existencia y ejemplos en S3
y H? se encuentran, y pueden profundizar en [Dial2].

5.1. Equilibrio relativo

Los elementos de SO(S?) son rotaciones con respecto a algin eje que
dejan invariante a S3.
Por el teorema de los ejes principales de Euler toda rotacién de SO(S?)

47
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puede ser escrita de la forma PAP~! con P € SO(S?) y

cosf) —sinf 0 0
A sinf  cos6 0 0
0 0 cos¢ —sing
0 0 sing  cos¢

Los angulos 6 y ¢ son los dngulos asociados a las rotaciones en los planos
wx y yz, donde los elementos de S? son de la forma

S* = {(w,z,y,2) € R* 1 w® + 2 + > + 22 = 1}

De manera analoga los elementos de SO(H?) son de la forma PBP~! y
PCP~! donde P € SO(H?) y

cosf) —sind 0 0
B_ sinf cosf® 0 0
N 0 0 cosh¢ —sinh¢ |’

0 0 sinh¢ cosh¢

0 0 0

1 ¢ ¢

€ 1-¢&/2 )2
& —&/2 1+¢2)2

C =

o O O

Una rotacién se llama:
» Eliptica-eliptica matrices de la forma PAP~! con § 40y ¢ # 0.

Positiva eliptica matrices de la forma PAP ! con § #0y ¢ =0
(06+0y8=0).

Negativa eliptica matrices de la forma PBP~! con § 40y ¢ = 0.

» Negativa hiperbélica matrices de la forma PBP~! con § = 0 y

¢ # 0.

Negativa eliptica-hiperbélica matrices de la forma PBP~! con

0+£0y ¢+0.

Negativa parabdlica matrices de la forma PCP~!.
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Consideremos una 2-esfera en S3. Ya que las rotaciones son isometrias basta
con considerar
2 3. _
S; ={(w,z,y,2) €S°: z=0},
es decir, la interseccién del plano z = 0 con S3.
Las rotaciones elipticas-elipticas actiian sobre un elemento (w, z,y, 0) € S2
de la siguiente manera:

w1 cosf —sinb 0 0 w
T _ sinf cos6 0 0 T
Y1 - 0 0 cos¢p —sing Y
z1 0 0 sing cos¢ 0

wcosf — xsinf

wcosf + xsinf
1 COS @
ysin ¢

Por lo tanto una rotacién eliptica-eliptica deja invariante a un elemento de
S? cuando z; = ysin¢ = 0, ya que y no tiene por qué ser la constante cero
tenemos que ¢ = 0.

Las rotaciones que dejan invariante a S? son de la forma:

cosf —sinf 0 O
sinf cosf 0 O
0 0 10|’
0 0 0 1

por lo que las rotaciones positivas elipticas dejan invariantes las 2-esferas
de S3.
Una 2-esfera hiperbélica H? es de la forma:

H2 = {(w,z,y,2) € H>: w =0},
donde se utiliz6 el mismo argumento de rotar cualquier 2-esfera hiperbdlica

para obtener esta.
Las rotaciones negativas hiperbélicas acttian sobre (0,z,y,2) € H2, de la
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siguiente manera:

Wa 10 0 0 0
To _ 0 1 0 0 x
Y2 | 0 0 cosh¢ sinh¢ Y
Z9 0 0 sinh¢ coshg@ z
0
_ x
| ycosh¢ + zsinh ¢
ysinh ¢ 4+ z cosh ¢

Por lo tanto toda rotacién negativa hiperbdlica deja invariante a H2 .

Definicién 5.1.1. Una configuracién g € R?" se llama central si
VU(q) = AVI(q),

con I(q) = 3 mj|q;|* momento de inercia y A una constante.

Definicién 5.1.2. Una solucién q(t) = (q¢'(t),...,q"(t)) al problema de
los n-cuerpos en S® se llama homogrifica si existen una funcién escalar
R(t) > 0 y una matriz Q € SO(S?) tales que

¢"(t) = R(t)2(t)q"(0), k =T n,

donde (¢'(0), ..., ¢™(0)) es una configuracién central.

Esta solucién se llama homotética si Q(t) = I3« y en equilibrio relativo si
R(t) =1.

De manera analoga se definen las soluciones homogréficas en H?.

Ya que sabemos cémo son las matrices que pertenecen a SO(S?) y
SO(H?), podemos clasificar las soluciones en equilibrio relativo pues estan
definidas en términos de estas matrices.

Por lo tanto, en S, las soluciones al problema de los n-cuerpos se llaman:

» Eliptica-eliptica cuando §2(t) es una rotacién eliptica-eliptica para
todo instante de tiempo.

» Positiva eliptica cuando €(t) es una rotacién positiva eliptica para
todo instante de tiempo.
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De manera ansloga se definen en H? las soluciones negativas elipticas, nega-
tivas hiperbdlicas y negativas elipticas-hiperbdlicas. La rotacién parabdlica
no pertenece al conjunto de soluciones.

Existe una constante que relaciona los dngulos con tiempo llamada frecuen-
cia angular y denotada por a. Sea F' el numero de vueltas que realiza un
objeto en un segundo, se tiene que o = 27w F', donde esta frecuencia angular
estd relacionada con el angulo 6.

Sea (g, ...,q}) con g = (wi, x4, yi, z5) la posicién inicial de n cuerpos.
Una solucioén positiva eliptica es de la forma:

w cos ) — xf sin
wg cos O + x( sin ¢
i
Yo
20

tomando r* = y/(wf)? + (z})2, se pueden encontrar constantes a’ € R tales

que wy = r*cosa’ y xy = r'sina’. Por lo tanto

w cos at — xf sin at r'cosa’ cosat — r'sina’sin ot
wyeosat +xysinat | | r*cosa’cosat + r'sina’sinat
i = i
Yo Yo
20 20

rtcos(at + a’)
r*sin(at + a*)
Yo
20

Una solucién negativa hiperbodlica es de la forma:
wp
| %o
yycosh ¢ + z{sinh¢p |’
y} sinh ¢ + 2 cosh ¢

sea 8 la frecuencia angular asociada al dngulo ¢ y n° = 4/(28)2 — (v})2,

se pueden encontrar constantes b° € R tales que z{ = n'coshd’ y y§ =



52 CAPITULO 5. EJEMPLOS

n'sinh b’. Por lo tanto

wj wj
| T . S |
y4 cosh Bt + z{ sinh Bt 7" sinh b’ cosh Bt 4+ 7" cosh b* sinh St
yg sinh St + 2z cosh 3t 7" sinh b* sinh 5t 4+ n* cosh b cosh 5t
wh
_ )
| n'sinh(Bt + )
n' cosh(Bt + b?)
Entonces para n cuerpos puntuales con posicion inicial (qé, ..., qy), con

qb = (wi, z, yb, 28), las soluciones en equilibrio relativo positivo eliptico en
S3 y las soluciones en equilibrio relativo negativo hiperbélico en H? vienen
dadas respectivamente de la formas:

w'(t) = ricos(at + at),

:m(t) — pt sin(ot + ai)’
y'(t) = v, (5.1.1)
Zi(t) = 2;67
con (wf)? + (z§)* = (r')* y (")* + (y")* + (2')* = 1, para i = 1,n
wi(t) = wy,
a'(t) =
y'(t) = U?Sinh(/@t + b9, (5.1.2)
Zi(t) = 771' cosh(Bt + bi)7

con (2')% = (y')? = (')* vy (w')* + (¢")? = (')* = 1, para i = I,mn.
Para obtener las condiciones que debe cumplir una solucién positiva eliptica
para ser solucién al problema de los n-cuerpos en S? reemplazamos
en . Ya que k = 1 obtenemos para las posiciones de las particulas
dadas por ¢* = (rcos(at + a?), r'sin(at + a),yi, 28) las ecuaciones:

VIi=¢goq¢ =ri cos(ai — aj) + yéyg + Zézg.
Ademss, ya que ¢' = (—ar’sin(at + a'), ar’ cos(at + a'), 0,0) se tiene

i' © 4" = (ar')?| sin®(at + a') + cos®*(at + a')| = (ar')?.
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2

Tomando la primera componente de ¢*, y como ' = —a?r’ cos(at + a'), el

sistema de ecuaciones (3.2.4) queda de la forma:
—a?rt cos(at + a?)

my; [ cos(at + a?) — ¥ cos(at + a')]

[1— (7

n
= Z — (o)t cos(at + a?).
i=Lj#i
Utilizando la identidad cos(at + a') = cos(at) cosa’ — sin(at) sin a® y sepa-
rando la ecuacién en términos de cos(at) y sin(at) obtenemos:

m; [r] cosa? — v¥rtcos a’] }
M

n
cos(at [(127’" cosa’ — (ar’)?rt cosa’ +
o o) 2 [t - ()2

=1
(5.1.3)
o . . , m; [r7 sina’ — v¥risin a’
sin(at) [(ar1)2r’ sina’ — a’r'sina’ — Z i 3 ]]
j=1,5#i [1— ()]

(5.1.4)
Por lo tanto se tiene que cumplir, para todo instante de tiempo, la ecuacién

(5.1.3) + (5.1.4) = 0. Esto es cierto si y sélo si se cumplen las condiciones

o 9 ; "\ my; [rf cosal — v cosal]
((r) - 1)@ r‘cosa’ = Z -y , (5.1.5)
j=1,ji [1— (v7)?]

- o i " mj[risina? — v sina’]
((r’) - 1)a r'sina’ = Z — . (5.1.6)
1— 17)2 3/2
=15 = )]
Es sencillo ver que para la segunda componente de ¢* se deben cumplir las

ecuaciones (5.1.5)) y (5.1.6)).

Para la tercera y cuarta componente de ¢* obtenemos las ecuaciones

N2, i . m; [yj - Vijyi]
- R Ay 5.1.7
ey j%:;éi [1 - (i) 47

o n g i i
()2t = Z e N Sl | E HV ll . (5.1.8)
j=1,j#i [1— (VZJ)2]3/2
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Proposicién 5.1.1. Sean ¢',...,q" € S? particulas puntuales de masas
mi,...,my > 0. El sistema de ecuaciones diferenciales (3.2.4) admite una

solucidon en equilibrio relativo positivo eliptico de la forma (5.1.1) si y sdlo

si se existen constantes r',a’ € R tales que las ecuaciones (5.1.5)), (5.1.6),
(.1.7) y (5.1.8) se cumplen.

Para obtener las condiciones que debe cumplir una solucién negativa
hiperbélica para ser solucién al problema de los n-cuerpos en H? reempla-
zamos ([5.1.2)) en (3.2.4). Ya que k = —1 obtenemos para las posiciones de
las particulas dadas por ¢' = (wf,x}, n’sinh(Bt + b*), n* cosh(Bt + b')) las
ecuaciones:

=g o¢= wéwg + x%xé — n'n cosh(b' — b7).
Ademis, ya que ¢ = (0,0, 81! cosh(at + b?), B sinh(at + b)) se tiene
¢ © ¢ = (Bn)? | cosh? (Bt + b') — sinh?(Bt + )| = (8n')".

Tomando la tercera componente de ¢’, y como i = 3?n'sinh(at + b°), el
sistema de ecuaciones (3.2.4) queda de la forma:

B0 sinh(at + b%)

+(ﬁni)2ni sinh(ﬁt—i—bi).

- Zn: my; [1? sinh(Bt 4 b7) + pn' sinh(Bt + b7)]
j=1,j#i [(n7)? — 1]3/2

Utilizando la identidad sinh(St + b%) = sinh(3t) cosh b’ + cosh(3t) sinh b° y
separando la ecuacién en términos de cosh(ft) y sinh(St) obtenemos:

m; [nj sinh &/ + ¥’ sinh bi]
()2 =12 )
(5.1.9)
m; [nj cosh b/ + pin' cosh bi] }
(72 =12 |
(5.1.10)

cosh(ft) [—ﬂ%i sinh b'+(8n%)%n" sinh b'+ Z
J=Lj

sinh(St) [—52ni cosh b'+(B8n")*n* cosh b'+ Z
=1,
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Por lo tanto se tiene que cumplir, para todo instante de tiempo, la ecuacion
(5.1.9) + (5.1.10)) = 0. Esto es cierto si y sélo si se cumplen las condiciones

m; [nj sinh & + 1“7’ sinh bi]
(g2 — 12

(1—(ni)2)52nisinhbi: zn: , (5.1.11)

=157

. . . n 17 cosh b/ it cosh b
(1 — (n1)2>ﬁ2n’ coshd’ = Z my [1P cos — + ' cosh b . (5.1.12)
j=1,ji ()2 — 177

Es sencillo ver que para la cuarta componente de ¢ se deben cumplir las
ecuaciones (5.1.11)) y (5.1.12).
Para la primera y segunda componente de ¢' obtenemos las ecuaciones

 (AniN2 =~ my [w! + pu’]
(Bn") w —j_%‘# T (5.1.13)

N . .. .
. . mo x‘y + zsz
— (Bt = > E 5 s 3/2]. (5.1.14)
itz [(W9)* =1]
Proposicién 5.1.2. Sean ¢',...,q" € H? particulas puntuales de masas
mi,...,my > 0. El sistema de ecuaciones diferenciales (3.2.4)) admite una

solucion en equilibrio relativo negativo hiperbélico de la forma (5.1.2) si y
solo si se existen constantes n',b' € R tales que las ecuaciones (5.1.11)),
(5.1.12), (5.1.13) y (5.1.14) se cumplen.

5.2. Ejemplo en S?

Tomamos 3 cuerpos puntuales de masas m1i,mg, mg ubicados en los
extremos de un tridngulo. Por la proposicion 5.3 si tomamos las posiciones
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q',¢% ¢® €S, con ¢ = (v, 2%, 9", 2*) tales que:

w(t) = cos(at + at), z1(t) = sin(at + al),
y'(t) =0, 2H(t) =0,
w?(t) = cos(at + a?), 2%(t) = sin(at + a?),
y2(t) =0, 2(t) =0,
w?(t) = cos(at + a?), 23(t) = sin(at + a®),
v (t) =0, 2(t) =0,
tenemos que r' = r? = r3 = 1. Ademds para a' =0, a® = 57/6 y a® =

77 /6, los dngulos que determinan la forma del tridngulo, podemos encontrar
masas mi, mz, m3 mediante las ecuaciones (,1,5)), (5,1,6), (5,1,7) y (5,1.,8).
Para m € R* tenemos que

miy =m,
mo = 3m,
ms = 3m.

Bajo estas condiciones este sistema posee una solucién dada por las rotacio-
nes positivas elipticas de su posicién inicial. Ademads, como estas rotaciones
dejan invariante a ng con

ng :{(wvx’yvz) 6833y20, ZZO},

entonces el movimiento de los cuerpos permanece en ng para todo instante
de tiempo.

Ya que el Hamiltoniano es constante sobre el flujo asociado a Xy
y, este flujo son justamente las trayectorias soluciéon al problema de los
n-cuerpos, entonces H es constante sobre la soluciéon propuesta en esta
seccién. Esto se verifica ya que para

q' = ( cos(at),sin(at), 0, 0) ,

—V3 1 —V3 1
¢ ( 2\[ cos(at) — B sin(at), ;ﬁ cos(at) + B sin(at), 0, 0),

-3 1 -3 1
¢ ( ;f cos(at) + 5 sin(at), ;ﬁ cos(at) — 5 sin(at), 0, 0),



5.2. EJEMPLO EN S?

Figura 5.1: Solucién positiva eliptica.

tenemos que

Por lo tanto

_3mA(—v3/2) | 3mA(—v3/2)  9m(1/2) e s

VA V1/4 V34
Ademés

p1 = m( — asin(at), a cos(at), 0, 0),

Py = 3m( — asin(at + (57/6)), a cos(at + (57/6)),0, o),

p3 = 3m( — asin(at + (77/6)), a cos(at + (Tr/6)), 0, o)

)

por lo que

72
T:%m.
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Finalmente
Ta? 9
H=T-U=-- m + 3v3m?,

ya que «, m son constantes se tiene que el Hamiltoniano es constante sobre
las trayectorias de la solucién propuesta en S3.

5.3. Ejemplo en H?

Sean ¢',q¢%, ¢* € H?, con ¢¢ = (w',z',y’, 2"), particulas puntuales de
masas mq,meo, ms > 0. Dada una soluciéon negativa hiperbdlica de la forma:

w'(t) =0, y!(t) = sinh Bt,
2t (t) =0, Z1(t) = cosh ft,
w?(t) =0, y*(t) = nsinh B, (53.1)
23 (t) =z, 22(t) = ncosh fit, o
w’(t) =0, y*(t) = nsinh Bt,
3(t) = —x, 23(t) = ncosh fit,

con 2 —n?> = —1. Ya que b* = 0 entonces la ecuacién ((5.1.11]) no nos

da informacién sobre las soluciones. Del mismo modo, ya que w’ = 0 la
ecuacion nos nos brinda informacién de las soluciones. Reempla-
zando (5.3.1) en (5.1.12) y (5.1.14]), obtenemos las condiciones que debe
cumplir el sistema para que exista la solucién negativa hiperbdlica. Estas
condiciones vienen dadas por

2 9 nmy 2772m3
O = e T e
(1 N ,,72)5277 _ (1 — 772)7”1 (277 - 2773)m3

TP T (A2 )

multiplicando la primera ecuacion por 7 y sumandola con la segunda ob-
tenemos: ) 5
n-my 2n°ms

2 3 _
P = 1 T e )i

Ya que
(1—2n?)? —1)3/2 = ((4772)(772 B 1)>3/2
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Figura 5.2: Solucién negativa hiperbdlica.

59
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= s = )2
concluimos que
5 = 4an’my + ms
4P (n? — 1)3/%

Por lo tanto la frecuencia angular puede tomar dos valores dados por:

1 4n2m1 + mg 1 4172m1 + mg
br=co A\l 5 sm Y Be= o\ s
2n \l n(n? —1)3/ 20\ n(n? —1)3/

Ademss las rotaciones negativas hiperbélicas dejan fijo H2 por lo que el
movimiento de estos cuerpos permanece en HZ para todo instante de tiem-

po.
Ya que

qt (0, 0, sinh gt, cosh ﬂt),

q° 0, z, n sinh 5t, n cosh ,Bt),

(
¢ <0, —x,nsinh Bt, n cosh 5t> ,
tenemos que
¢ 0¢=q0q¢=-n,
PO =1-272
Por lo tanto

_maman  mamgn | mams(1 - 2n°)

U=
z x 2nx

mams — 202 (myma + mims + mams)

2nx

Ademas
pL=my (o, 0, 8 cosh t, B sinh 515) ,
0,0, Bn cosh Bt, By sinh Bt) ,

0,0, Bn cosh Bt, By sinh ﬂt) ,

D2 = M2

NN

p3 = 1ms3
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por lo que
2

T = % (m1 +n?(ma +mg3)) .
Finalmente

2

H=T-U= % (m1 + n2(m2 —l—mg))—i-

27]2 (m1m2 + mims + mgmg) — Moms

2nx

ya que 17, 3, m1, Mo, m3 son constantes con z # 0 y 1 # 0, se tiene que el
Hamiltoniano es constante sobre las trayectorias de la solucién propuesta
en H3.






Apéndice A
Formas diferenciales

Un k-tensor covariante se dice alternante si para o € Sy una permuta-
cion de k elementos se tiene que

67 (V15 -+, V) = 0(Vg(1)s - -+ 5 Vo(k)) = (S0 0) 6(v1, ..., Vk).

Los k-tensores covariantes alternantes se llaman multicovectores o k-covectores.
Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, el espacio de todos los k-
covectores de V se denota por AF(V*) y el espacio de los k-tensores cova-
riantes de V por T*(V*). Sea Alt : T*(V*) — AF(V*) tal que

1
Alt o = 7 Z (sgn o)a?,

€Sk

con o € TH(V*). Ya que para 7 € Sy, se tiene

1
(Alt a)‘r(vh B Uk) - E Z (Sgn U)a(UUT(1)7 s 77}0’7'(]{?))

’ ocESk

1
= (sgn )7 3 (s9m alvgqny, - vegy) = (s9m 7)(Alt @), ),
" EeSy,
por lo que Alt a es alternante. Ademés para todo € A*¥(V*) se cumple
que Alt n=n.

63
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Para w € A¥(V*) y n € AY(V*) se define el producto cufa entre formas
diferenciales A : AF(V*) x A (V*) — AFTH(V*) como

(k+1)!
wAN = 1l Alt (w®mn).

Sean w,®,n, 7 v & multicovectores. El producto cuna cumple las siguientes
propiedades:

1. Bilinearidad: para a,da € R,
(aw + aw) An = alw An) +a(w An),

nA (aw + aw) = a(n Aw) + a(n A o).

2. Asociatividad:
wAMAE) = (wAn) A&

3. Anticonmutatividad: si w € A¥(V*) y n € AY(V*),

wAn=(—DkpAw.

4. Para cualquier k-tupla de covectores w', ..., w" y vectores v1,. .., v,

WA ANF ) = det(W ().

Sea v € V y w € A¥(V*). Existe una operacién que relaciona los vectores
y k-covectores, llamada multiplicacién interior, definida:

Lyw(wy, ..., wg—1) = w(v,w, ..., Wg_1).
Ya que
Wwy, ooy Uy ooy Oy ey i) = —W(W1y e oy Uy ee oy Uy e, W),

si v = U entonces

w(wi, ..., v,...,0,...,wg) = 0.
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Por lo tanto ¢y, 0 1, = 0. Ademés como

(WA AWR) = Z(fl)i_lwi(v)wl Ao AW A - AWk,

donde w' indica este argumento es omitido. Entonces
L Aw) = (ten) Aw + (=D A (Low),
donde n € ALY(V*).

Definicion A.0.1. Sea M una variedad. Una k-forma es una seccién suave
de A*(T*M) donde

AMT* M) = | | ART M),
peEM

es decir, es una asignacién suave p — w, € A¥(T, »M).

El espacio vectorial de todas las k-formas de M se denota QF(M).
Dado un entero positivo k£ un multi-indice de longitud k& es una k-tupla

ordenada de enteros positivos (i1, ..., ix). Sean I,J multi-indices de longitud
k, se define
il DY Z]‘
53'1 5jk
I . .
oy = : . :
5J'1 6jk
Un multi-indice I = (i1,...,1) se dice creciente si iy < ... < ig. Se intro-
duce la notacion ,
S w=Yw
{I:i1<...<ik} I
En cartas locales (U, z!,. .., xk) una k-forma se puede escribir como

Zl (.u]dx[ = Z/ (.U[dl'il ARERWA daci’“,
I I

donde w; son funciones suaves definidas en U. Ya que

da;“/\mAdxik(aijl,...,%):65,
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y por la linealidad del producto cufia se tiene que

0 0

R

Ejemplo A.0.1. Toda 3-forma en R? viene dada por
n = fdxANdyAdz,

con f:R3 = R suave. Ademés w = y dz A dz+ = dy A dz es un ejemplo de
2-forma en R3.

Sean M, n variedades y F' : M — N funcién suave. Dada una forma
diferencial w en n se define una forma diferencial en M, llamada pullback
de w, como:

(F*w)p(v1,... ) = WE(p) (dFy(11), ..., dEy(v)).

Ejemplo A.0.2. Para la 2-forma definida en el ejemplo anterior y F' :
R? — R? definida F(u,v) = (u,v,u? — v?) se tiene que

F*(ydzAdz+ zdyAdz) = v du Ad(u® —v?) +u dv A d(u? — 0?)
= —20% du A dv + 2u? dv A du = —2(v* +u?) dv A du.

La multiplicacion interior se puede extender a formas diferenciales y
campos vectoriales. Para ello sea X € X(M) y w € QF(M), se define la
(k — 1)-forma txw como

LYW =1 Xpwp.

Definimos el operador d : QF(R™) — QFF1(R™), llamado derivada exterior,

Ccomo , ,
d(Z wjdzl) =3 dwrndd,
I I

donde dwy es el diferencial de la funcién wy. Las siguientes propiedades
permiten extender la derivada exterior a variedades.

Proposicion A.0.1. Para la derivada exterior se cumple:

(a) d es lineal sobre R.
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(b) siw es una k-forma y n una l-forma , entonces
dwAn) =dwAn+ (=1)Fw A dy.
(c) dod=0.
(d) sea F : R™ — R® mapa suave, se tiene
F*(dw) = d(F*w).

Demostracion. El numeral (a) se tiene por la definicién de la derivada
exterior. Para (b) ya que el producto cuna es bilineal basta con tomar
w=udz yn=vds, porlo que
d(w A n) = d(uv da* A dz’)
= (v du+u dv) A da' A da’
= (du A d') A (vda”) + u(do A da') A da’
= (du A dz!) A (vdz”) + (=1) (uda!) A (dv A da)
= dw A+ (=1)Fw A dn.
Para una 0-forma, es decir, una funcién f tenemos
0 f daf)
0/

O’ f
= From 0% N7

O*f N
- Z <6x18337 oo )7 AT =0

d(df) = d(5

por lo que d(df) = 0 para cualquier funcién suave. Ya que la derivada
exterior de una k-forma w involucra la sumatoria de términos en los cuales
siempre aparece dod aplicado a alguna funcion, se tiene que cada uno de los
términos va ser igual a cero, es decir, d(dw) = 0. Por lo tanto se tiene (c).
Finalmente para (d) considerar una k-forma, otra vez tenemos que basta
con considerar la k-forma w = u d2?* A --- A da’* por linealidad. Ya que

F*(d(u dz'* A --- Ada'™®)) = F*(du Ada A -+ A da'*)
=duo F)ANd(z' o F)A--- Ad(2'* o F),
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A(F*(u di* A--- Ada*)) = d((uo F) d(a#* o F) A--- Ad(2% o F)
=duoFYAd(z' o F)A---Nd(2'* o F),
por lo que se tiene (d). O

Sea M una variedad y (U, ¢) una carta. Para w € QF(M) se define:
dw = ¢*d(¢™ " w).
Dada (V, 1)) otra carta de M. En U NV se cumple
(poy ) (g™ " w) = d((pop™ ") ¢ " w).
Ya que (¢ o1p~1)* = p~1" 0 ¢* obtenemos
H(pop )¢ w) = vrd((pov ) ¢ w) = rd(y W),

ademas
YH(poy™)d(¢™ w) = ¢"d(¢7 w),
por lo que
¢o'd(¢™" w) = Pd(y T w),
es decir, la derivada exterior estd bien definida en variedades.
Ya que:
F*(dw) = Fry*d(y" w)
=¢*o(YoFo¢ ) dy " w)
= ¢"d((Yo Foop )y w)
= ¢"d(¢™" Fw)
= d(F*w),

tenemos una extensién de la derivada exterior en variedades.
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