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Prefacio

¿Cuál es la forma del universo? Esta pregunta ha sido objeto de estudio
del ser humano durante siglos. Newton estableció la ley de gravitación uni-
versal, la cual nos dice que la fuerza ejercida por un cuerpo sobre otro es
proporcional al inverso de su distancia al cuadrado. Esta definición posee
una fuerte dependencia de los que consideremos como distancia entre dos
puntos, es decir, la fuerza de atracción gravitacional depende de la geo-
metŕıa del universo.
Desde el punto de vista Euclidiano esta distancia es la ĺınea recta que co-
necta los dos cuerpos. Sin embargo, nos podemos preguntar qué sucede si,
a grandes escalas, esta distancia no es una ĺınea recta. Esta pregunta nos
lleva al planteamiento de estas fuerzas en espacios de curvatura constante
donde la menor distancia entre dos puntos ya no es una recta. Esta propie-
dad va a cambiar la descripción de la geometŕıa de nuestro universo y, de
manera consecuente, las órbitas que puedan describir los cuerpos asumien-
do que interactuan de una manera análoga a como lo hacen en la geometŕıa
euclidiana.
Si situamos n-cuerpos en el espacio, con posiciones y velocidades iniciales, el
comportamiento dinámico de este sistema está relacionado con su interac-
ción gravitacional. Esta interacción está descrita en términos de ecuaciones
diferenciales tanto en el caso de un universo plano, como un universo cur-
vo. En un principio vamos a definir estas ecuaciones en el caso plano y en
términos de fuerzas. Sin embargo, al estudiar la enerǵıa asociada a este sis-
tema, vamos a poder deducir las mismas ecuaciones de movimiento, por lo
que tenemos una manera alternativa de abordar el problema pensando en
cantidades conservadas como la enerǵıa y no en fuerzas entre las part́ıculas.
La ventaja de este planteamiento, el cual llamaremos Lagrangiano, es que
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nos permite generalizar esta enerǵıa a espacios de curvatura constante y asi
poder deducir el sistema de ecuaciones diferenciales que describe su com-
portamiento dinámico.
Este planteamiento está descrito en el espacio tangente al espacio donde
nos encontremos. De manera análoga podemos realizar esta descripción en
el espacio cotangente. Este nuevo enfoque, llamado Hamiltoniano, está des-
crito en térmimos de una nueva geometŕıa: la geometŕıa simpléctica.
La ventaja de este planteamiento es que, a pesar de describir el mismo
sistema, nos permite analizar nuevas propiedades: funciones que van a per-
manecer constantes lo largo de las trayectorias descritas por el sistema.
Finalmente vamos a introducir un tipo particular de soluciones las cua-
les mantienen las distancias entre los cuerpos constantes en todo instante
de tiempo. Vamos a estudiar dos casos particulares de estas soluciones en
espacios con curvatura constante.
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Caṕıtulo 1

Planteamiento en R3n

A continuación vamos a presentar el problema de los n-cuerpos en un
espacio con curvatura cero, es decir, un espacio plano. Comenzamos con
el planteamiento basado en la interacción de fuerzas del sistema debido a
la presencia de la atracción gravitacional. Este planteamiento está basado
en la segunda ley de Newton la cual establece que la suma de fuerzas que
actúan sobre un cuerpo es igual al producto de la masa por la aceleración
de este cuerpo. Es importante mencionar que no se ha encontrado una
solución anaĺıtica en el caso n > 2. Si se desea saber acerca del problema
de los dos cuerpos u otros aspectos no mencionados en este documento
acerca del planteamiento del problema de los n-cuerpos en el caso plano
ver el caṕıtulo 4 y 5 de [Win14].
Dadas n part́ıculas puntuales de masas m1, . . . ,mn > 0 con respectivas
posiciones q1, . . . , qn ∈ R3, la fuerza Fij que ejerce la part́ıcula j sobre i
cumple la ley de gravitación universal si:

Fij = −Gmimj(q
i − qj)

|qi − qj |3
.

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales describe el comportamiento
dinámico de estas n part́ıculas sujetas a la ley de gravitación universal:

miq̈
i =

n∑
j=1,j 6=i

Fij =

n∑
j=1,j 6=i

mimj(q
j − qi)

|qj − qi|3
, i = 1, n. (1.0.1)

1



2 CAPÍTULO 1. PLANTEAMIENTO EN R3N

Se tomaron las unidades tal que la constante gravitacional G = 1. Encon-
trar una solución anaĺıtica a este sistema permitiŕıa saber las posiciones y
velocidades de las n part́ıculas para cualquier instante de tiempo t ∈ R+.

1.1. Motivación

Definición 1.1.1. Se define el espacio de configuración S como el conjunto
de todos los elementos q ∈ R3n de la forma q = (q1, . . . , qn) tales que qi es
una posición admisible para la part́ıcula i-ésima.
El espacio de configuración, asuminedo un universo plano, es R3n. Con esta
definición estamos admitiendo que dos part́ıculas tengan la misma posición
por lo que es posible la colición de dos o más cuerpos. Sin embargo, estos
casos no van a ser considerados.

Para el sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

q̈i = f(qi),

con qi ∈ R3, i = 1, n. Se quiere encontrar una solución, es decir, una curva
q : R→ S tal que πi ◦ q̈ = f(qi) con πi la proyección de la posición i-ésima.
Este sistema de ecuaciones es equivalente al sistema de ecuaciones:

q̇i = yi, ẏi = f(qi). (1.1.1)

Con esta idea en mente se define el espacio de configuración generalizado
TS, donde las variables son qi, yi, es decir, el espacio de posiciones y velo-
cidades de una part́ıcula. Además la ecuación del lado derecho en (1.1.1)
define un campo vectorial en el espacio de configuración generalizado lla-
mado campo vectorial de velocidades.
El espacio de configuración generalizado es el haz tangente del espacio
de configuración por lo que una solución es una curva φ : R → TS con
φ(t) = (q, q̇) tal que la velocidad φ̇ en cada punto coincide con el campo
vectorial de velocidades en ese punto.
Se tiene entonces que una solución al sistema de ecuaciones diferenciales
(1.0.1) es una solución al sistema de ecuaciones diferenciales (1.1.1) la cual
es una curva en TS.
Queremos ver que estas ecuaciones son consecuencia de un principio varia-
cional el cual da lugar a las ecuaciones de Euler–Lagrange. Este principio
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variacional está definido en términos de una función en TS que condensa
la información de (1.0.1) en términos de la enerǵıa asociada al sistema.

1.2. Primera ecuación de Euler

En las siguientes secciones vamos a mostrar la relación entre el problema
de los n-cuerpos y un principio variacional. Para mas información sobre
la relación de la mecánica Lagrangiana y los principios variacionales ver
[Bri14].
Sea f : TS → R una función suave y y : R → S una curva suave en S. Se
define

F [y] =

∫ b

a
f (ẏ)dt.

Definición 1.2.1. La variación de primer orden del funcional F , denotada
δF , viene dada por:

δF [y, δy] =

(
d

dε
F [y + εδy]

)
ε=0

, (1.2.1)

donde δy es una curva suave en S tal que δy(a) = δy(b) = 0. Esta función
se llama variación de y.

Desarrollando la ecuación (1.2.1) obtenemos

δF [y, δy] =

∫ b

a

[
δy(t)

∂f

∂y
+ δẏ(t)

∂f

∂ẏ

]
dt,

integrando por partes∫ b

a

(
δy(t)

∂f

∂y

)
dt+

(
δy(t)

∂f

∂ẏ

)b
a

−
∫ b

a

[
δy(t)

d

dt

(
∂f

∂ẏ

)]
dt

=

∫ b

a
δy(t)

[
∂f

∂y
− d

dt

(
∂f

∂ẏ

)]
dt+

[
δy(b)

(
∂f

∂ẏ

)
b

− δy(a)

(
∂f

∂ẏ

)
a

]
.

Ya que δy(a) = δy(b) = 0, entonces

δF [y, δy] =

∫ b

a
δy(t)

[
∂f

∂y
− d

dt

(
∂f

∂ẏ

)]
dt.
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Sea
∂F
∂y

la derivada funcional de F con respecto a y definida por

∂F
∂y

=
∂f

∂y
− d

dt

(
∂f

∂ẏ

)
.

Si δF [y, δy] = 0 para toda variación de y entonces el camino y maximiza o
minimiza el funcional F .

Esta condición es equivalente a
∂F
∂y

= 0, es decir

∂f

∂y
=

d

dt

(
∂f

∂ẏ

)
= ÿ

∂2f

∂2ẏ
+ ẏ

∂2f

∂y∂ẏ
+

∂2f

∂t∂ẏ
. (1.2.2)

La ecuación (1.2.2) se llama primera ecuación de Euler. La solución de esta
ecuación nos da un camino en S que maximiza o minimiza el funcional F .

1.3. Lagrangiano en R3n

En la anterior sección se definió el funcional F en términos de la función
suave f . Dicha función va ser un objeto matemático que vamos a llamar
Lagrangiano y nos va a dar información sobre la enerǵıa total del sistema.

Definición 1.3.1. La enerǵıa cinética de un sistema almacena la infor-
mación de la enerǵıa debida al movimiento de este sistema. En este caso
T : TS → R se define

T =
1

2

n∑
i=1

mig(q̇i, q̇i),

donde g = δji dq
i ⊗ dqj .

Definición 1.3.2. La enerǵıa potencial es debida a la presencia de fuer-
zas en el sistema. En este caso almacena información de la posición de
las part́ıculas y su correspondiente interacción debido a la presencia de la
atracción gravitacional. El potencial U : S → R se define

U =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

mimj

|qj − qi|
.
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La enerǵıa cinética es una función suave pues, vista como una función
de R3n a R, está dada por el producto interno usual que es suave. Por
otro lado la enerǵıa potencial es suave pues es la composición de funciones
suaves.

Definición 1.3.3. El Lagrangiano L : TS → R asociado al problema de
los n-cuerpos se define por:

L = T − V, (1.3.1)

donde V es el potencial, en este caso V = −U . Tomamos la enerǵıa po-
tencial con el signo negativo para que el cero del potencial se encuentre
en el infinito. El Lagrangiano es una función suave pues es una suma de
funciones suaves.

Por lo tanto para el funcional L[q] =
∫ b
a L(q̇)dt, la curva q : R → S

maximiza o minimiza este funcional si se cumple la condición (1.2.2), es
decir:

∂L

∂q
=

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
. (1.3.2)

La ecuación (1.3.2) se llama la ecuación de Euler–Lagrange.
Es importante notar que el Lagrangiano, en el caso plano, es independiente
del tiempo. Para ello

dL

dt
=
dT

dt
+
dU

dt
= miq̇

iq̈i +
dU

dq

i

q̇i = q̇i
(
miq̈

i +
dU

dq

i)
.

Ya que la fuerza gravitacional es conservativa, se tiene que miq̈i = −dU
dqi

y

por lo tanto

dL

dt
= q̇i

(
miq̈

i +
dU

dq

i)
= q̇i(miq̈

i −miq̈
i) = 0,

es decir que L es constante en el tiempo.

1.4. Deducción de las ecuaciones de movimiento

Tenemos el Lagrangiano asociado al sistema y qué condición debe cum-
plir una solución q para que sea un máximo o mı́nimo del funcional L
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asociado a L. Desarrollando esta condición, es decir, desarrollando las ecua-
ciones de Euler–Lagrange para L se tiene:

∂L

∂q
=
∂T

∂q
+
∂U

∂q
=
∂U

∂q
,

∂L

∂q̇
=
∂T

∂q̇
+
∂U

∂q̇
=
∂T

∂q̇
,

esto ya que la enerǵıa cinética depende sólo de la velocidad y la potencial
sólo de la posición. Además

∂U

∂q
=
( ∂U
∂q1

, . . . ,
∂U

∂qn

)
,

∂T

∂q̇
=
( ∂T
∂q̇1

, . . . ,
∂T

∂q̇n

)
,

con:

∂U

∂qi
=

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

mimj
∂

∂qi

(
1

|qj − qi|

)
=

n∑
j=1,j 6=i

mimj(q
j − qi)

|qj − qi|3
,

∂T

∂q̇i
= miq̇

i,

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
=

d

dt

(
miq̇

i
)

= miq̈
i.

Por lo que un camino q = (q1, ...qn) minimiza o maximiza el funcional
cuando (1.2.2) se cumple, es decir

∂L

∂q
=

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
,

lo que es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales:

miq̈
i =

n∑
j=1,j 6=i

mimj(q
j − qi)

|qj − qi|3
, i = 1, n.

Por lo tanto para optimizar el funcional asociado al Lagrangiano se re-
suelven las ecuaciones de Euler–Lagrange, lo que nos da una solución al
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sistema de ecuaciones diferenciales (1.0.1) planteado para el problema de
los n-cuerpos. Esto nos permite plantear este problema en términos del La-
grangiano, el cual guarda información de la diferencia de enerǵıas asociadas
al sistema, y no en términos de las fuerzas involucradas en este. Vamos a
utilizar este hecho para deducir las ecuaciones de movimiento en espacios de
curvatura constante mediante las ecuaciones de Euler–Lagrange. Para ello
necesitamos generalizar la enerǵıa cinética y potencial en estos espacios.
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Caṕıtulo 2

Espacios de curvatura
constante

En el anterior caṕıtulo se introdujo la noción de una nueva función
definida en el espacio de configuración generalizado: el Lagrangiano. Este
nos permite derivar las ecuaciones de movimiento para el problema de los
n-cuerpos mediante las ecuaciones de Euler–Lagrange, es decir, conocer el
Lagrangiano nos permite conocer las ecuaciones de movimiento.
Ya que la enerǵıa cinética y potencial dependen de la geometŕıa de nuestro
espacio, la cinética de la métrica y la potencial de las distancias definidas
por esta métrica, entonces tenemos que estudiar el comportamiento de la
métrica y geodésicas en espacios de curvatura constante. Además se estu-
dian las isometŕıas primero porque están relacionadas con las geodésicas y
además van a ser fundamentales en la definición de un tipo de soluciones
especiales que se llamaran en equilibrio relativo y definiremos en el caṕıtulo
5.
Al decir que el espacio de configuración es R3n estamos asumiendo que el
universo es plano pero ¿qué se puede decir si no lo es? Esta pregunta nos
lleva al planteamiento del problema de los n-cuerpos en otros espacios, en
nuestro caso, espacios con curvatura constante. Por lo tanto se van a in-
troducir las herramientas necesarias para plantear este problema en estos
espacios: la esfera y la pseudoesfera.
Los resultados que van a ser presentados están basados en [BP12] y [Dia12].

9
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2.1. Espacio Hiperbólico

Existen distintas formas de definir este espacio, que es en realidad una
variedad. Para nuestros propósitos se va definir como subespacio del espacio
de Minkowski. Se utiliza este modelo pues es el que permite ver su relación
con la esfera (de aqúı su nombre de pseudoesfera).

Modelo

Definición 2.1.1. Se define el espacio n-dimensional de Minkowski Mn

como un espacio vectorial real con base {v1, ..., vn} y una forma bilineal,
simétrica de signatura (n − 1, 1), es decir, si x, y ∈ Mn con x =

∑
xivi y

y =
∑
yivi entonces:

〈x, y〉∗ =

(
n−1∑
i=1

xiyi

)
− xnyn. (2.1.1)

Para hacer distinción con el producto interno usual en Rn, se va utilizar
la notación 〈·, ·〉∗ para (2.1.1). Además si y ∈ Mn es tal que 〈y, y〉∗ = 0
entonces y pertenece a un cono llamado cono de luz. La importancia f́ısica
de este cono de luz es que divide al espacio-tiempo en tres componentes
conexas: el interior del cono representa los eventos que pueden ser afectados
por una part́ıcula emitida el instante t = 0, el cono son los eventos que
pueden ser alcanzados por un haz de luz emitido en el instante t = 0 y la
parte exterior eventos que no se verán afectados por lo que suceda en t = 0.
Un evento es un punto en el espacio de configuración. Además todo punto
del espacio de configuración debe pertenecer al interior del cono, pues las
velocidades consideradas para las part́ıculas son menores que la velocidad
de la luz.
Ya que este es un espacio vectorial de dimensión n se puede construir el
isomorfismo ϕ : Mn → Rn definido por vi 7→ ei, donde {e1, ..., en} es una
base de Rn. Por lo tanto Mn es una variedad de dimensión n. El espacio
Mn junto con 〈·, ·〉∗ es llamado espacio-tiempo. La coordenada con signo
negativo es considerada la variable temporal.
Sea Hn−1 ⊆Mn el conjunto:

Hn−1 = {x ∈Mn : 〈x, x〉∗ = −1, xn > 0}, (2.1.2)



2.1. ESPACIO HIPERBÓLICO 11

es subvariedad pues si se toma φ : Mn → R definida φ(x) = 〈x, x〉∗ se tiene
que dφ = (2x1, ...,−2xn) es sobreyectiva para todo elemento x ∈ Mn tal
que x 6= 0. Ya que 0 6∈ φ−1(−1) se tiene que −1 es un valor regular de φ
por lo que φ−1(−1) es una subvariedad de dimensión n−1. Como φ−1(−1)
tiene dos componentes conexas, cada una de estas va a ser una subvariedad
de la misma dimensión, Hn−1 es una de estas componentes.
La subvariedad (2.1.2) va ser llamada pseudoesfera o espacio hiperbólico.
Para ver que es una variedad Riemanniana basta con encontrar una forma
bilineal, simétrica, suave y definida positiva en THn−1.
Ya que:

TxHn−1 = Ker(dφ(x)) = {y ∈Mn : 〈x, y〉∗ = 0},

y 〈·, ·〉∗ es bilineal, simétrica y suave entonces basta con mostrar que es
definida positiva.
Sea y ∈ TxHn−1, se tiene que 〈y, y〉∗ 6= 0 pues de otra forma perteneceŕıa
al cono de luz. Sea x ∈ Hn−1, para todo y ∈ TxHn−1 se puede encontrar
0 6= α ∈ R tal que x + αy pertenece al cono de luz. Si esto no fuera posible
existiŕıa un elemento z en el espacio tangente que es paralelo a cualquier
dirección del cono por lo que ese elemento cumpliŕıa que 〈z, z〉∗ = 0, lo cual
no es posible. Por lo anterior se tiene que:

〈x + αy, x + αy〉∗ = 〈x, x〉∗ + 2α〈x, y〉∗ + α2〈y, y〉∗ = 0,

〈y, y〉∗ = 1/α2,

por lo tanto para todo y ∈ TxHn−1 se cumple que 〈y, y〉∗ > 0.
Por las anteriores aclaraciones Hn−1 con 〈·, ·〉∗ es una variedad Riemannia-
na.

Isometŕıas

Definición 2.1.2. Sea V un espacio vectorial de dimensión n con una
forma bilineal, simétrica y no degenerada 〈·, ·〉. Llamamos GL(V ) al grupo
de transformaciones lineales de V en V . Se define:

O(n) = {A ∈ GL(V ) : 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V }

como el grupo de transformaciones ortogonales de V .
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Definición 2.1.3. Sea W un subespacio de V . Ya que 〈·, ·〉 es no degene-
rada se tiene que V = W ⊕W⊥. Sea π : V → W la proyección tal que
si v = w + w⊥ con w ∈ W, w⊥ ∈ W⊥ entonces π(v) = w. Se define la
reflexión con respecto a W , o reflexión paralela a W⊥, como la aplicación
ρ : V → V tal que:

ρ(v) = 2π(v)− v.

Las reflexiones que se van a considerar de ahora en adelante van a ser
respecto a un hiperplano, o paralelas a un vector v ∈ V tal que 〈v, v〉 6= 0.
Sean x, y ∈ V tomando una reflexión ρ paralela a v ∈ V se tiene que si
x = αv + v′ y y = βv + v′′ con v′, v′′ ∈ {v}⊥ entonces ρ(x) = −αv + v′ y
ρ(y) = −βv + v′′. Además:

〈ρ(x), ρ(y)〉 = 〈−αv+v′,−βv+v′′〉 = αβ〈v, v〉−α〈v, v′′〉−β〈v′, v〉+ 〈v′, v′′〉

〈x, y〉 = 〈αv + v′, βv + v′′〉 = αβ〈v, v〉+ α〈v, v′′〉+ β〈v′, v〉+ 〈v′, v′′〉

ya que 〈v, v′′〉 = 〈v′, v〉 = 0, entonces 〈ρ(x), ρ(y)〉 = 〈x, y〉, por lo que
ρ ∈ O(V ).

Proposición 2.1.1. O(V ) es generado por reflexiones.

Demostración. Notar primero que −I es generada por las reflexiones pa-
ralelas a cada uno de los elementos de la base. Por inducción sobre la
dimensión del espacio. Para n = 1 es inmediato. Suponemos que es cierto
para un espacio de dimensión n. Sea V̂ un espacio vectorial de dimensión
n + 1 con una forma bilineal no degenerada 〈·, ·〉. Tomamos A ∈ O(V̂ ) y
v ∈ V̂ tal que 〈v, v〉 6= 0.
Se puede asumir que 〈Av − v,Av − v〉 6= 0 o 〈−Av − v,−Av − v〉 6= 0.
Por la aclaración inicial si A es producto de reflexiones −A también lo será
por lo que se va asumir que se cumple el primer caso.
Sea ρ la reflexión paralela a Av − v, se tiene que:

v =
1

2
(Av + v)−1

2
(Av − v),

0 = 〈Av − v,Av + v〉,

por lo tanto ρ(v) = Av, es decir, (ρ◦A)(v) = v. Si se restringe ρ◦A a {v}⊥
entonces (ρ ◦A)|v⊥ ∈ O(v⊥).
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Ya que v⊥ es un espacio de dimensión n se aplica la hipótesis de inducción
por lo que (ρ ◦ A)|v⊥ es un producto de reflexiones y se puede extender a
V̂ por lo que A será también un producto de reflexiones.

Se va a tomar V = Rn con 〈·, ·〉∗. Por la proposición O∗(Rn) es generado
por reflexiones. Además es un grupo con la composición y el sub́ındice
es para indicar que está asociado a la forma bilineal 〈·, ·〉∗. Se denotará
O(Hn−1) al subgrupo de O∗(Rn) que deja a Hn−1 invariante.

Definición 2.1.4. Un difeomorfismo f : Hn−1 → Hn−1 es isométrico si
para todo x ∈ Hn−1 se tiene que 〈dfx(v), dfx(w)〉∗ = 〈v, w〉∗ con v, w ∈
TxHn−1. El conjunto de todos los difeomorfismos isométricos de Hn−1 se va
denotar por I(Hn−1).

Teorema 2.1.1. I(Hn−1) ∼= O(Hn−1)

Demostración. Sea f ∈ I(Hn−1), se toma x ∈ Hn−1 arbitrario. Ya que dfx :
TxHn−1 → Tf(x)Hn−1 es isometŕıa entre TxHn−1 ∼= x⊥ y Tf(x)Hn−1 ∼= f(x)⊥

se tiene que la aplicación A : Rn+1 = Rx⊕ x⊥ → Rn+1 definida por:

A(λx + v) = λf(x) + dfx(v),

con f(x) = Ax y dfx = A|Hn−1 en Hn−1 satisface

〈A(v), A(w)〉∗ = 〈f(v), f(w)〉∗ = 〈dfx(v), dfx(w)〉∗ = 〈v, w〉∗,

por lo que A|Hn−1 ∈ O(Hn−1). Además, ya que f ≡ A en Hn−1 entonces:

I(Hn−1) = {A|Hn−1 : A ∈ O(Hn−1)}.

Esta asignación claramente es isomorfismo por lo que I(Hn−1) ∼= O(Hn−1).

Una matriz C se llama simétrica si C = CT . El espacio de matrices
simétrices de tamaño n× n lo vamos a denotar por S(n).
La aplicación dfx : TxHn−1 → Tf(x)Hn−1 tiene asociada la matriz de deri-
vadas parciales que la representa como transformación lineal de TxHn−1 a
Tf(x)Hn−1. Para A ∈ GL(Rn) tenemos

〈Ax, Ay〉∗ = 〈ATAx, y〉∗ = 〈x, y〉∗
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por lo que A es isometŕıa si AAT = I. De aqúı el nombre de grupo ortogonal
pues es el grupo de matrices ortogonales.
Sea φ : GL(Rn) → S(n) definida φ(A) = ATA. Tenemos que O∗(Rn) =
φ−1(I) y ya que

dφA(B) = ĺım
t→0

f(A+ tB)− f(A)

t
= ĺım

t→0

(A+ tB)(A+ tB)T −AAT

t

= ĺım
t→0

AAT + tABT + tBAT + t2BBT −AAT

t
= ABT +BAT ,

I es valor regular de φ si para toda matriz C ∈ S(n) y A ∈ O(Rn), existe

B ∈ Rn×n tal que dφA(B) = C. Tomando B =
1

2
CA obtenemos

dφA(B) = ABT +BAT =
1

2
(AATCT + CAAT ) =

1

2
(C + CT ) = C.

Por lo tanto O∗(Rn) es variedad diferenciable. Además es cerrada por ser
preimagen de un conjunto cerrado.

Geodésicas

Proposición 2.1.2. Sea (N,h) una variedad Riemanniana y M una sub-
variedad de N que es punto fijo de la isometŕıa φ : N → N . Entonces M
es totalmente geodésica en N .

La prueba de esta proposición y otros resultados sobre geodésicas se
pueden encontrar en el caṕıtulo 7 de [Gud08].

Teorema 2.1.2. Sean x ∈ Hn−1, z ∈ TxHn−1 con 〈z, z〉∗ = 1. La geodésica
que sale de x, con velocidad z viene dada por:

R 3 t −→ cosh(t) · x + sinh(t) · z.

Como conjunto viene dada por la intersección de Hn−1 y el subespacio lineal
generado por x, z en Rn.

Demostración. Sea W el plano generado por x y z, γ una geodésica maximal
que sale de x con velocidad z. Sea φ ∈ O(Hn−1) definida por φ|W = id y
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Figura 2.1: Geodésica empezando en x con velocidad z en H2.

φ|W⊥ = −id. Ya que φ(x) = x y dxφ(z) = z se tiene que la geodésica γ es
φ-invariante por lo que γ ⊆W ∩Hn−1. Además la aplicación

R 3 t −→ cosh(t) · x + sinh(t) · z

proporciona una parametrización de W ∩ Hn−1, por lo que coincide con
γ.

Por la definición de la geodésica se tiene que está definida para todo
t ∈ R. Además dados x, y ∈ Hn−1 se puede encontrar z ∈ TxHn−1 y t0 ∈ R
tal que cosh(t0) · x + sinh(t0) · z = y

z = (sinh(t0))
−1
(

y− cosh(t0) · x
)

=
2

et0 − e−t0
(

y− (et0 + e−t0)x

2

)
,

si α =
2

et0 − e−t0
y β =

(et0 + e−t0)

2
, entonces z = αy− αβx. La condición

z ∈ TxHn−1 permite encontrar α y β de la siguiente forma:

〈x, z〉∗ = α〈x, y〉∗ − αβ〈x, x〉∗ = 0,
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〈x, y〉∗ = −β,
cuando α 6= 0, es decir, cuando t es finito. Además

〈z, z〉∗ = α2〈y, y〉∗ − 2α2β〈x, y〉∗ + α2β2〈x, x〉∗
= −α2 + 2α2β2 − α2β2 = −α2(1− β2).

Por la relación cosh2(x)− sinh2(x) = 1 se tiene que 1− β2 = −α−2. Luego

−α2(1− β2) = (−α2)(−α−2) = 1,

es decir, para z = αy− αβx con 〈x, y〉∗ = −β se cumple que z ∈ TxHn−1 y
〈z, z〉∗ = 1. Además con el valor de β se obtiene el valor de α mediante la
relación 1 − β2 = −α−2. Entonces dado x, y ∈ Hn−1 se encontró z tal que
z ∈ TxHn−1 y 〈z, z〉∗ = 1, por lo que existe una geodésica que conecta x
con y de la forma ψ(t) = cosh(t) · x + sinh(t) · z . La ecuación 〈x, y〉∗ = −β
permite encontrar el punto t0 para el cual ψ(t0) = y.
De la anterior aclaración se deduce que cualesquiera dos puntos de Hn−1 se
pueden conectar mediante una geodésica que además es maximal pues está
definida para todo t ∈ R. Por lo tanto Hn−1 es una variedad Riemanniana
completa.
Finalmente la geodésica que conecta dos puntos de Hn−1 es obtenida por
la intersección del plano generado por estos dos vectores con Hn−1.

Curvatura

Los resultados que se van a presentar en esta sección fueron obtenidos
basados en [Lee01] y [Ŕıo02].
Una parametrización para H2 viene dada por φ : R≥0 × [0, 2π] → M3 tal
que φ(σ, θ) = (sinhσ cos θ, sinhσ sin θ, coshσ). Esta parametrización nos
permite definir una nueva métrica dada por el pullback de 〈·, ·〉∗ bajo φ.
Se va escribir de manera conveniente la métrica 〈·, ·〉∗ para facilitar los
cálculos. Se tiene entonces que g = 〈·, ·〉∗ = dx2 + dy2− dz2 donde dx, dy, dz
son covectores duales al sistema de coordenadas estándar (x, y, z) de M3.
Además si u, v ∈ TpH2 con u = (ux, uy, uz), v = (vx, vy, vz) entonces

dx2(u, v) = dx dx (u, v) = Sym(dx⊗ dx)(u, v) =
1

2

∑
τ∈S2

dx⊗ dx(τu, τv)

=
1

2

(
dx⊗ dx(u, v) + dx⊗ dx(v, u)

)
= dx⊗ dx (u, v) = uxvx,
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por lo que:
g(u, v) = uxvx + uyvy − uzvz = 〈u, v〉∗.

Aplicando φ∗g se obtiene

φ∗g = d(sinhσ cos θ)2 + d(sinhσ sin θ)2 − d(coshσ)2

= (coshσ cos θdσ − sinhσ sin θdθ)2 + (coshσ sin θdσ + sinhσ cos θdθ)2 + (sinhσdσ)2

=
(

cosh2 σ cos2 θ + cosh2 σ sin2 θ − sinh2 σ
)
dσ2 +

(
sinh2 σ sin2 θ + sinh2 σ cos2 θ

)
dθ2

= dσ2 + sinh2 σdθ2.

Expresando esta métrica de forma matricial se obtiene:

g∗ =

(
g11 g12
g21 g22

)
=

(
1 0
0 sinh2 σ

)
.

Sea {∂σ, ∂θ} base de TpH2 con τ, η ∈ TpH2 tales que τ = τσ∂σ + τθ∂θ y
η = ησ∂σ + ηθ∂θ. Entonces

φ∗(g)(τ, η) =

(
τσ
τθ

)T (
1 0
0 sinh2 σ

)(
ησ
ηθ

)
,

por lo que las componentes de la matriz guardan toda la información de la
métrica.

Definición 2.1.5. El haz tangente de H2, denotado TH2, se define:

TH2 =
⊔
p∈H2

TpH2.

Sea π : TH2 → H2 la proyección tal que si v ∈ TpH2 entonces π(v) = p.
Un campo vectorial es una sección de la aplicación π, es decir, una función
continua X : H2 → TH2 con p 7→ Xp tal que π ◦ X = IdH2 . Esta condición
garantiza que Xp ∈ TpH2 para todo p ∈ H2.
El conjunto de todos los campos vectoriales de H2 se va denotar por X (H2).

Definición 2.1.6. Una conexión af́ın es un mapa:

∇ : X(H2)× X(H2)→ X(H2)

(X,Y) 7→ ∇XY

tal que cumple:
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(1) ∇XY es lineal en X sobre C∞(H2), es decir:

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ, ∀f, g ∈ C∞(H2).

(2) ∇XY es lineal en Y sobre R, por lo tanto:

∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ, ∀a, b ∈ R.

(3) Satisface la regla del producto:

∇X(fY) = f∇XY + (Xf)Y, ∀f ∈ C∞(H2).

Llamamos a la conexión libre de torsión si:

∇XY−∇YX = [X,Y] ,

y es compatible con la métrica 〈·, ·〉∗ de H2 si:

X〈Y,Z〉∗ = 〈∇XY,∇XZ〉∗.

Existe una única conexión af́ın que es libre de torsión y compatible con
la métrica. Esta conexión se llama la conexión de Levi-Civita.

Definición 2.1.7. Sea {∂xi} base de TpH2 asociada a las coordenadas xi
de H2. Se tiene que:

∇∂xi∂xj = Γkij∂xk,

donde ∇ es la conexión de Levi-Civita y Γkij son los śımbolos de Christoffel.
Existe una expresión para estos en términos de una carta local y el tensor
métrico en el espacio tangente dada de la forma:

Γkij =
1

2

[
∂xigjm + ∂xjgmi − ∂xmgij

]
gmk (2.1.3)

donde gij es la componente i, j de la matriz g∗ y gij es la componente i, j

de (g∗)−1.
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Nota: En las ecuaciones se está utilizando el convenio de suma de Eins-
tein donde se asume una sumatoria sobre los valores de ı́ndices repetidos
de la ecuación, por ejemplo en la ecuación (2.1.3) se asume una sumatoria
sobre los valores que pueda tomar m.
Recordando que g11 = 1, g12 = g21 = 0, g22 = sinh2 σ y g11 = 1, g12 =
g21 = 0, g22 = (1/ sinh2 σ), los śımbolos de Christoffel para la conexión de
Levi-Civita asociada a g∗ vienen dados por:

Γ1
11 =

1

2
[∂σg11 + ∂σg11 − ∂σg11] g11 +

1

2
[∂σg12 + ∂σg21 − ∂θg11] g21 = 0,

Γ2
11 =

1

2
[∂σg11 + ∂σg11 − ∂σg11] g12 +

1

2
[∂σg12 + ∂σg21 − ∂θg11] g22 = 0,

Γ1
12 =

1

2
[∂σg21 + ∂θg11 − ∂σg12] g11 +

1

2
[∂σg22 + ∂θg21 − ∂θg11] g21 = 0,

Γ2
12 =

1

2
[∂σg21 + ∂θg11 − ∂σg12] g12 +

1

2
[∂σg22 + ∂θg21 − ∂θg11] g22 = cothσ,

Γ1
21 =

1

2
[∂θg11 + ∂θg12 − ∂σg21] g11 +

1

2
[∂θg12 + ∂σg22 − ∂θg21] g21 = 0,

Γ1
21 =

1

2
[∂θg11 + ∂θg12 − ∂σg21] g12 +

1

2
[∂θg12 + ∂σg22 − ∂θg21] g22 = cothσ,

Γ1
22 =

1

2
[∂θg21 + ∂θg12 − ∂σg22] g11+

1

2
[∂θg22 + ∂θg22 − ∂θg22] g21 = − sinhσ coshσ,

Γ2
22 =

1

2
[∂θg21 + ∂θg12 − ∂σg22] g12 +

1

2
[∂θg22 + ∂θg22 − ∂θg22] g22 = 0.

Por lo tanto

∇∂σ∂σ = 0,

∇∂σ∂θ = ∇∂θ∂σ = cothσ∂θ,

∇∂θ∂θ = − sinhσ coshσ∂σ.

Definimos un (0, 4)-tensor, llamado tensor de curvatura de Riemann, dado
por:

Rm(X,Y,Z, T ) = 〈R(X,Y )Z, T 〉∗.
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donde R(X,Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ−∇[X,Y]Z.
Sean ∂σ, ∂θ ∈ TpH2 dos vectores linealmente independientes. La curvatura
seccional asociada al plano π generado por ∂θ y ∂σ viene dada por:

K(π) =
Rm(∂σ, ∂θ, ∂σ, ∂θ)

〈∂σ, ∂σ〉∗〈∂θ, ∂θ〉∗ − 〈∂σ, ∂θ〉∗2
.

Ya que el plano π coincide con TpH2 y la parametrización de H2 permite
definir π para cualquier p ∈ H2 de la misma manera, pues la parametriza-
ción es global, entonces K(π) es igual para cualquier p y será la curvatura
seccional de H2. Para calcular K(π) tenemos:

R(∂σ, ∂θ)∂σ = −∂θ, Rm(∂σ, ∂θ, ∂σ, ∂θ) = − sinh2 σ,

〈∂σ, ∂σ〉∗〈∂θ, ∂θ〉∗ − 〈∂σ, ∂θ〉∗2 = sinh2 σ.

Por lo que

K(π) =
Rm(∂σ, ∂θ, ∂σ, ∂θ)

〈∂σ, ∂σ〉∗〈∂θ, ∂θ〉∗ − 〈∂σ, ∂θ〉∗2
= −1.

Entonces la curvatura seccional de H2 es igual a −1. Este razonamiento
se puede aplicar para Hn−1 y se va obtener que su curvatura seccional es
k = −1.

Nota: Para k < 0 se define la pseudoesfera de radio
1√
k
i como:

Hn−1
k = {x ∈Mn : 〈x, x〉∗ = k−1}.

La parametrización de esta difiere de la pseudoesfera de radio unitario
en un factor. Realizando los cálculos se puede ver que la métrica de este
espacio es k−1 veces la métrica g en Hn−1. Una vez se hacen los cambios
en el cálculo de la curvatura seccional se obtiene que esta es k.

2.2. Esfera

En la sección anterior se introdujo la pseudoesfera, un espacio de cur-
vatura constante negativa, en esta se van a definir y dar las propiedades de
la esfera, espacio con curvatura constante positiva.
Es importante notar la estrecha relación que tienen en su definición, la cual
va permitir definir un espacio que captute la información de espacios con
curvatura constante.
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Modelo

Sea Rn con el producto interno usual denotado por 〈·, ·〉. Se define la
esfera n− 1 dimensional Sn−1 como:

Sn−1 = {x ∈ Rn : 〈x, x〉 = 1}. (2.2.1)

Es una variedad (n− 1)-dimensional pues si φ : Rn → R es tal que φ(x) =
〈x, x〉 entonces el diferencial dφ = (2x1, ..., 2xn) es sobreyectivo para todo
elemento x ∈ Rn, tal que x 6= 0. Ya que 0 6∈ φ−1(1), se tiene que 1 es valor
regular de φ por lo que Sn−1 = φ−1(1) es una subvariedad de dimensión
n− 1.
La subvariedad (2.2.1) va ser llamada esfera. Es una variedad Riemanniana
con la métrica inducida por el producto interno 〈·, ·〉 de Rn.

Isometŕıas

Las definiciones y resultados sobre isometŕıas de la pseudoesfera son
ciertas para un espacio vectorial de dimensión finita con forma bilineal no
degenerada. Por lo tanto de manera análoga se tiene para Sn−1 con 〈·, ·〉:

O(Rn) = {B ∈ GL(Rn) : 〈Bx, By〉 = 〈x, y〉,∀x, y ∈ Rn}
O(Sn−1) = {A ∈ O(Rn) : A(Sn−1) = Sn−1}

Proposición 2.2.1. O(Sn−1) es generado por reflexiones.

Un difeomorfismo f : Sn−1 → Sn−1 es isométrico si para todo x ∈ Sn−1
se tiene que 〈dfx(v), dfx(w)〉 = 〈v, w〉 con v, w ∈ TxSn−1. El conjunto de
todos los difeomorfismos isométricos de Sn−1 se va denotar por I(Sn−1).

Teorema 2.2.1. I(Sn−1) ∼= O(Sn−1)

Geodésicas

De manera análoga se puede demostrar en Sn−1 que :

Teorema 2.2.2. Sean x ∈ Sn−1, z ∈ TxSn−1 con 〈z, z〉 = 1. La geodésica
que sale de x con velocidad z viene dada por:

R 3 t −→ cos(t) · x + sin(t) · z.
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Figura 2.2: Geodésica empezando en x con velocidad z en S2.

Como conjunto viene dada por la intersección de Sn−1 y el subespacio lineal
generado por x, z en Rn.

Por la definición de la geodésica se tiene que está definida para to-
do t ∈ R. Además dados x, y ∈ Sn−1 se puede encontrar z ∈ TxSn−1 con
〈z, z〉 = 1 y t0 ∈ R tal que cos(t0) · x + sin(t0) · z = y. Este resultado se
obtiene de manera análoga al resultado de la sección de geodésicas de la
pseudoesfera. Por lo tanto Sn−1 es una variedad Riemanniana completa.
Finalmente la geodésica que conecta dos puntos de Sn−1 es el plano gene-
rado por estos dos vectores intersectado con Sn−1.
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Curvatura

Una parametrización para S2 viene dada por φ : [0, π]× [0, 2π]→ R3 tal
que φ(σ, θ) = (sinσ cos θ, sinσ sin θ, cosσ). La métrica dada por el pullback
de 〈·, ·〉 bajo φ es :

φ∗g = sin2 θdσ2 + dθ2.

Expresando esta métrica de forma matricial se obtiene:

g∗ =

(
g11 g12
g21 g22

)
=

(
sin2 θ 0

0 1

)
.

Los śımbolos de Christoffel para la conexión de Levi-Civita asociada a
φ∗(g) = g∗ vienen dados por:

Γ1
11 = 0, Γ2

11 = − sin θ cos θ,

Γ1
12 = cot θ, Γ2

12 = 0,

Γ1
21 = cot θ, Γ1

21 = 0,

Γ1
22 = 0, Γ2

22 = 0,

por lo tanto

∇∂σ∂σ = − sin θ cos θ∂θ,

∇∂σ∂θ = ∇∂θ∂σ = cot θ∂σ,

∇∂θ∂θ = 0.

Dados ∂σ, ∂θ ∈ TpS2 dos vectores linealmente independientes. La curvatura
seccional asociada al plano π generado por ∂θ y ∂σ viene dada por:

K(π) =
Rm(∂σ, ∂θ, ∂σ, ∂θ)

〈∂σ, ∂σ〉〈∂θ, ∂θ〉 − 〈∂σ, ∂θ〉2
.

Ya que el plano π coincide con TpS2 y la parametrización de S2 permite
definir π para cualquier p ∈ S2 entonces K(π) es igual para cualquier p,
por lo que la curvatura es constante. Para calcular K(π) tenemos:

R(∂σ, ∂θ)∂σ = sin2 θ∂θ, Rm(∂σ, ∂θ, ∂σ, ∂θ) = sin2 θ,

〈∂σ, ∂σ〉∗〈∂θ, ∂θ〉∗ − 〈∂σ, ∂θ〉∗2 = sin2 θ.
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Por lo que

K(π) =
Rm(∂σ, ∂θ, ∂σ, ∂θ)

〈∂σ, ∂σ〉∗〈∂θ, ∂θ〉∗ − 〈∂σ, ∂θ〉∗2
= 1.

Entonces la curvatura seccional de S2 es igual a 1. Este razonamiento se
puede aplicar para Sn−1 y se va obtener que su curvatura seccional es 1.

Nota: Para k > 0 se define la esfera de radio
1√
k

como:

Sn−1k = {x ∈ Rn : 〈x, x〉 = k−1}

la parametrización de esta difiere de la esfera de radio unitario en un factor.
Realizando los cálculos se puede ver que la métrica de este espacio es k−1

veces la métrica g en Sn−1. Una vez se hacen los cambios en el cálculo de
la curvatura seccional se obtiene que esta es k.

2.3. Unificación de espacios

La unificación de los espacios y el uso de una k-trigonometŕıa en estos
son ideas que se encuentran en [Dia12].
El espacio donde el movimiento de los cuerpos se da es:

M3
k = {(w, x, y, z) : w2 + x2 + y2 + σz2 = k−1, con z > 0 si k < 0},

donde σ es la función signo

σ =

{
1, si k > 0,
−1, si k < 0.

Notemos que esta definición permite escribir:

M3
1 = S3 y M3

−1 = H3.

El producto interno de a = (aw, ax, ay, az) con b = (bw, bx, by, bz) en
este espacio viene dado por

〈a, b〉 = awbw + axbx + ayby + σazbz,
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Figura 2.3: Proyección estereográfica en S2.

y lo vamos a denotar por a� b.
La distancia entre a y b viene dada por la longitud de la geodésica que
conecta estos puntos. En el caso de la esfera viene dada por:

d(a, b)S3k
= k−1/2 cos−1(k〈a, b〉),

de manera análoga en la pseudoesfera

d(a, b)H3
k

= (−k)−1/2 cosh−1(k〈a, b〉∗).

Aśı, la función distancia en M3
k viene dada por:

dk(a, b) =


k−1/2 cos−1(k〈a, b〉), si k > 0,

|a− b|, si k = 0,

(−k)−1/2 cosh−1(k〈a, b〉∗), si k < 0.

(2.3.1)

Para ver que las métricas en S3k y H3
k tienden a la métrica eucĺıdea en

R3 cuando k → 0 se va a utilizar la proyección estereográfica. Considerar
(w, x, y, z) ∈M3

k, R el radio de la esfera y la aplicación (W,X, Y ) al hiper-
plano 3-dimensional z = 0 dado por las transformaciones de coordenadas
biyectivas

W =
Rw

R− σz
, X =

Rx

R− σz
, Y =

Ry

R− σz
,
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Figura 2.4: Proyección estereográfica en H2.

con inversas

w =
2R2W

R2 + σW 2 + σX2 + σY 2
, x =

2R2X

R2 + σW 2 + σX2 + σY 2

y =
2R2Y

R2 + σW 2 + σX2 + σY 2
, z =

R(W 2 +X2 + Y 2 − σR2)

R2 + σW 2 + σX2 + σY 2
.

En el caso k > 0 estas transformaciones son la proyección estereográfica
usual por lo que se tiene que la imagen de (W,X, Y ) es R3 y en el caso
k < 0 se tiene D2 con radio k−1/2 = R.
La métrica en M3

k viene dada por:

ds2 = dw2 + dx2 + dy2 + σdz2.

Tomando el pullback de esta métrica bajo la proyección estereográfica se
tiene que

ds2 =
4R4(dW 2 + dX2 + dY 2)

(R2 + σW 2 + σX2 + σY 2)2
.
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Ahora dividiendo el numerador y denominador por R4 y tomando ĺımite
cuando R→∞ se obtiene:

ds2 = 4(dW 2 + dX2 + dY 2).

Además cuando k → 0 se tiene que R→∞ por lo que la distancia (2,3,1)
es continua con respecto a la variable k.
Ya que vamos a aplicar métodos variacionales se necesita que estas distan-
cias estén definidas en el espacio ambiente por lo que se redefine la función
distancia como:

dk(a, b) =



k−1/2 cos−1

(
k〈a, b〉√

k〈a, a〉
√
k〈b, b〉

)
, si k > 0,

|a− b|, si k = 0,

(−k)−1/2 cosh−1

(
k〈a, b〉∗√

k〈a, a〉∗
√
k〈b, b〉∗

)
, si k < 0.

Notemos que en S3k √
k〈a, a〉 =

√
k〈b, b〉 = 1,

además en H3
k √

k〈a, a〉∗ =
√
k〈b, b〉∗ = 1.

Lo que esto dice es que dk = dk en M3
k.

2.4. k-trigonometŕıa

Se quiere unificar la trigonometŕıa circular e hiperbólica por lo que se
va a introducir la k-trigonometŕıa con el objetivo de poder escribir estas
funciones trigonométricas en función de la curvatura del espacio. Para ello
el k-seno se define como:

sink(x) :=


k−1/2 sin(k1/2x), si k > 0,

x, si k = 0,

(−k)−1/2 sinh((−k)1/2x), si k < 0.
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Y el k-coseno se define como:

cosk(x) :=


cos(k1/2x), si k > 0,

1, si k = 0,

cosh((−k)1/2x), si k < 0.

Aśı, la k-tangente y k-cotangente vienen dadas por:

tank(x) :=
sink(x)

cosk(x)
y cotk(x) :=

cosk(x)

sink(x)
,

respectivamente. La k-trigonometŕıa se puede definir a partir de estas k-
funciones trigonométricas. Sin embargo, solo se va a utilizar la siguiente
relación:

k sin2
k(x) + cos2k(x) = 1

Estas relaciones nos permiten definir la función distancia en M3
k de la forma:

dk(a, b) = cos−1k

(
ka� b√

|a� a|
√
|b� b|

)
(2.4.1)

para todo a, b ∈M3
k y k 6= 0.



Caṕıtulo 3

Lagrangiano en (S3)n y (H3)n

Este caṕıtulo sigue la deducción de las ecuaciones de movimiento ex-
puesta en [Dia12].
En el primer caṕıtulo se habló de las ecuaciones de movimiento del proble-
ma de los n-cuerpos en el caso plano, es decir, en R3n. Estas ecuaciones son
consecuencia de las ecuaciones de Euler–Lagrange aplicadas al Lagrangiano
asociado a este problema.
En esta sección vamos hacer la deducción de las ecuaciones de movimiento
en espacios con curvatura constante a partir de un nuevo Lagrangiano, el
cual nos va permitir dar el análogo de (1.0.1) en (M3

k)
n, el nuevo espacio de

configuración. Ya que nuestro nuevo espacio de configuración es la esfera o
pseudoesfera de radio k, entonces va a ser una variedad diferenciable.

3.1. Potencial curvo

El Lagrangiano está definido en términos de la enerǵıa potencial y
cinética. Vamos a definir Uk como el potencial curvo. La condición princi-
pal de este potencial es que sea el potencial definido en R3n cuando k = 0.
Definimos entonces Uk como:

Uk(q) :=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

mimj cotk(dk(q
i, qj)) (3.1.1)

29
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con cot0(d0(q
i, qj)) = |qi− qj |−1. Además Uk → U0 = U cuando k → 0 por

la continuidad de las funciones k-trigonométricas y de dk con respecto a la
variable k.
Para k 6= 0 se puede obtener la siguiente expresión utilizando la relación
k-trigonométrica k sin2

k(x) + cos2k(x) = 1:

Uk(q) =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

mimj(σk)1/2
kqi � qj√

kqi � qi
√
kqj � qj√√√√σ − σ

(
kqi � qj√

kqi � qi
√
kqj � qj

) ,

que es equivalente a la expresión

Uk(q) =
∑

1≤i<j≤n

mimj |k|1/2kqi � qj

[σ(kqi � qi)(kqj � qj)− σ(kqi � qj)2]1/2
,

donde q = (q1, ..., qn) con qi ∈M3
k para i = 1, n.

Definición 3.1.1. Una función f : Rm → R se llama homogénea de grado
α ∈ R, si para todo η 6= 0 y q ∈ Rm se tiene que:

f(ηq) = ηαf(q).

Teorema 3.1.1. Toda función homogénea de grado α cumple:

q · ∇f(q) = αf(q).

Notemos que el potencial curvo es una función homogénea de grado 0
para k 6= 0 y de grado −1 para k = 0.
Por lo tanto para k 6= 0 y q ∈M3

k
n

se tiene:

q �∇Uk(q) = 0,

lo cual es equivalente a:

qi �∇qiUk(q) = 0, i = 1, n. (3.1.2)

Por el abuso de notación con ∇, es conveniente recordar que este diferencial
es para funciones definidas en (M3

k)
n, por lo tanto para qi = (xi, yi, zi, wi)

se tiene que ∇qi = (∂xi , ∂yi , ∂zi , σ∂wi).
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3.2. Dinámica Lagrangiana con restricciones

Definición 3.2.1. Sea L = T − V el Lagrangiano de un sistema de n
part́ıculas cuyos movimientos están restringidos a una variedad, con T la
enerǵıa cinética del sistema y V su enerǵıa potencial. Si las posiciones
y velocidades de las part́ıculas vienen dadas por qi, q̇i y sus restricciones
de movimiento por las ecuaciones f i = 0 para i = 1, n, respectivamente.
Entonces el movimiento del sistema está descrito por las ecuaciones de
Euler–Lagrange con restricciones

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
− λi(t)∂f

i

∂qi
= 0 , i = 1, n, (3.2.1)

con λi llamados multiplicadores de Lagrange y la distancia definida en todo
el espacio ambiente.

3.2.1. Deducción de las ecuaciones de movimiento

Para nuestros propósitos V = −Uk con Uk definida de la forma (3.1.1).
La enerǵıa cinética viene dada por:

Tk(q, q̇) :=
1

2

n∑
i=1

mi(q̇
i � q̇i)(kqi � qi).

Por lo tanto el Lagrangiano es de la forma:

Lk(q, q̇) = Tk(q, q̇) + Uk(q).

Ya que cada qi ∈M3
k entonces qi � qi = k−1 por lo que f ik = qi � qi − k−1.

Además como qi � qi = k−1 entonces q̇i � qi = 0 y

d

dt

(
∂Lk
∂q̇i

)
= miq̈

i(kqi � qi) + 2mi(kq̇
i � qi) = miq̈

i , i = 1, n,

∂Lk
∂qi

= mik(q̇i � q̇i)qi +∇qiUk(q) , i = 1, n.

Por lo tanto la ecuación de Euler–Lagrange (3.2.1) para Lk:

miq̈
i −mik(q̇i � q̇i)qi −∇qiUk(q)− 2λik(t)q

i = 0. (3.2.2)
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Para determinar λik(t) notemos que 2q̇i � q̇i + 2qi � q̈i = f̈ ik = 0 por lo que

q̇i � q̇i = −qi � q̈i. (3.2.3)

Aplicando �qi a (3.2.2) se obtiene

mi(q̈
i � qi)−mik(q̇i � q̇i)(qi � qi)−∇qiUk(q)� qi − 2λik(t)(q

i � qi) = 0,

por (3.1.2) y ya que qi � qi = k−1 se tiene que

mi(q̈
i � qi)−mi(q̇

i � q̇i) = 2k−1λik(t).

Finalmente por la aclaración (3.2.3)

λik(t) = −kmi(q̇
i � q̇i),

y sustituyendo λik(t) en la ecuación (3.2.2) se obtiene:

miq̈
i = ∇qiUk(q)−mik(q̇i � q̇i)qi, (3.2.4)

con:

∇qiUk(q) =

n∑
j=1,j 6=i

mimj |k|3/2
[
qj − (kqi � qj)qi

]
[σ − σ(kqi � qj)2]3/2

. (3.2.5)

Las ecuaciones (3.2.4) y (3.2.5) describen el problema de los n-cuerpos en
espacios con curvatura constante para k 6= 0.
En la sección (1,3) se mostró que el Lagrangiano es constante a lo largo del
tiempo. Notemos que esto es posible gracias a que, en el caso plano, se tiene
que miq̇

i = −∇qiU . Sin embargo, para el caso curvo se tiene la ecuación
(3.2.4) por lo que el Lagrangiano ya no será independiente del tiempo.

3.3. Independencia de la curvatura

Las ecuaciones (3.2.4) y (3.2.5) dependen de k. Para ver que estas son
independientes de este parámetro tomemos los cambios de variable τ =

|k|3/4t y qi = |k|−1/2ri. Además por notación
d

dτ
ri = ri

′
. Se tiene entonces
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que:

∇qiUk(q) =
n∑

j=1,j 6=i

mimj |k|3/2
[
qj − (kqi � qj)qi

]
[σ − σ(kqi � qj)2]3/2

=

n∑
j=1,j 6=i

mimj |k|
[
rj − (ri � rj)ri

]
[σ − σ(ri � rj)2]3/2

,

miq̈
i = |k|mir

i′′ ,

mik(q̇i � q̇i)qi = kmi(r
i′ � rj′)ri.

Por lo tanto las ecuaciones (3.2.4) y (3.2.5) son equivalentes a:

|k|mir
i′′ =

n∑
j=1,j 6=i

mimj |k|
[
rj − σ(ri � rj)ri

]
[σ − σ(ri � rj)2]3/2

− kmi(r
i′ � ri′)ri,

mir
i′′ =

n∑
j=1,j 6=i

mimj

[
rj − σ(ri � rj)ri

]
[σ − σ(ri � rj)2]3/2

− σmi(r
i′ � ri′)ri. (3.3.1)

Notemos que ri � ri = |k|qi � qi = σ por lo que ri ∈ Hn−1 cuando k < 0 y
ri ∈ Sn−1 cuando k > 0.
Se tiene entonces que nuestras ecuaciones de movimiento son independien-
tes de k por lo que basta con tomar la esfera y pseudoesfera unitarias para
estudiar el comportamiento de los cuerpos en cualquier espacio de curva-
tura constante.
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Caṕıtulo 4

Geometŕıa Simpléctica

La métrica Riemanniana g es un campo tensorial covariante simétrico
definido en la variedad. Las formas diferenciales son campos tensoriales
covariantes alternantes. Estas nos permiten definir y estudiar algunas pro-
piedades de las variedades simplécticas.

4.1. Preliminares

Sea V ∈ X(M). Una curva suave γ : J →M se llama curva integral de
V si

Vγ(t) = γ′(t),

para todo t ∈ J . En un sistema de cartas locales (U , x1, . . . , xn) podemos
escribir γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)). Por lo tanto encontrar una curva integral
a un campo vectorial queda descrito en coordenadas locales de la forma

γ̇i(t)
∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

= V i(γ(t))
∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

,

es decir, para encontrar una curva integral se debe resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales

γ̇1(t) = V 1(γ1(t), . . . , γn(t)),

...

γ̇n(t) = V n(γ1(t), . . . , γn(t)).

35
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Por la existencia y unicidad de la solución de un sistema de ecuaciones
diferenciales, existe ε > 0 tal que γ : (−ε, ε)→M es una curva integral de
V con γ(0) = p.

Lema 4.1.1. Sea V un campo vectorial en una variedad M , J ⊂ R un
intervalo y γ : J → M curva integral de V . Para todo b ∈ R, la curva
γ̂ : Ĵ →M definida γ̂(t) = γ(t+ b) es una curva integral de V con Ĵ = {t :
t+ b ∈ J}.

Demostración. Sea f ∈ C∞(M) función suave definida en una vecindad de
γ̂(t0). Se tiene que

γ̂′(t0)f =
d

dt

∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ̂)(t) =
d

dt

∣∣∣
t=t0

(f ◦ γ)(t+ b)

= (f ◦ γ)′(t0 + b) = γ′(t0 + b)f = Vγ̂(t0)f.

Supongamos que las curvas integrales de V están definidas en todo R.
Para cada p ∈ M existe una única curva integral que pasa por este punto
denotada por θ(p) : R → M . Sea t ∈ R, se define la función θt : M → M
tal que θt(p) = q, donde q es obtenido luego de recorrer la curva integral
iniciando en p un tiempo t, es decir:

θt(p) = θ(p)(t).

Por el anterior lema se tiene que

θt ◦ θs(p) = θt+s(p).

Además, por definición

θ0(p) = p,

por lo que el mapa θ : R×M →M define una acción a izquierda del grupo
aditivo R en M . Este mapa lo vamos a llamar el flujo global de V en M .
Para todo p ∈M se define Vp ∈ TpM como

Vp = θ(p)
′
(0).
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La asignación p 7→ Vp se llama generador infinitesmal de θ.
Sea f ∈ C∞(M), tenemos

V f(p) = Vpf = θ(p)
′
(0)f =

d

dt

∣∣∣
t=0

f(θ(p)(t)) =
∂

∂t

∣∣∣
(0,p)

f(θ(t, p)).

Ya que f(θ(t, p)) es composición de funciones suaves se tiene que V f(p) es
suave. Como función de p también lo es por lo que V es suave.
Para t0 ∈ R arbitrario y q = θ(p)(t0) se tiene

θ(q)(t) = θt(q) = θt(θt0(p)) = θt+t0(p) = θ(p)(t+ t0),

por lo que

Vqf = θ(q)
′
(0)f =

d

dt

∣∣∣
t=0

f(θ(q)(t)) =
d

dt

∣∣∣
t=0

f(θ(p)(t+ t0)) = θ(p)
′
(t0)f.

Por lo tanto V , el generador infinitesimal de θ, es un campo vectorial suave
y sus curvas integrales son las funciones θ(p) : R→M para todo p ∈M .
Sea ω ∈ Ωk(M), V ∈ X(M) y θ el flujo de V . Ya que θt : M → M es
un difeomorfismo entre una vecindad de p y θt(p) entonces el pullback θ∗t
mapea k-formas en θt(p) a k-formas en p. Por lo tanto

θ∗t (ωθt(p))− ωp

está bien definido y es una k-forma en p.

Definición 4.1.1. La derivada de Lie de una k-forma en la dirección de
un campo vectorial V es

(LV ω)p =
d

dt

∣∣∣
t=0

(θ∗tω)p = ĺım
t→0

θ∗t (ωθt(p))− ωp
t

.

Se tiene que F ∗(ω ∧ η) = F ∗ω ∧ F ∗η. Por lo tanto

LV (ω ∧ η) = (LV ω) ∧ η + ω ∧ (LV η).

Sea f una 0-forma, es decir, una función suave en M . Por definición

θ∗t f(p) = f(θt(p)) = f ◦ θ(p)(t),

por lo tanto

(LV f)(p) =
d

dt

∣∣∣
t=0

f ◦ θ(p) = dfp(θ
(p)′(0)) = dfp(Vp) = V f(p).
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Teorema 4.1.1. Fórmula mágica de Cartan: En una variedad M , pa-
ra cualquier k-forma diferencial ω y cualquier campo vectorial V ,

LV ω = ιV (dω) + d(ιV ω) (4.1.1)

Para mas información sobre los flujos asociados a un campo vectorial
ver [Lee01].

4.2. Variedades simplécticas

Un 2-covector ω en un espacio vectorial V de dimensión finita se llama
no degenerado si el mapa ω̂ : V → V ∗ definido ω̂(v) = ιvω es invertible.
Esta condición es equivalente a que para cada 0 6= v ∈ V existe un w ∈ V
tal que ω(v, w) 6= 0.
Un 2-covector no degenerado se llama tensor simpléctico, además (V, ω) se
llama espacio vectorial simpléctico.

Ejemplo 4.2.1. Sea V un espacio 2n dimensional con base (A1, B1, . . . , An, Bn)
y correspondiente base (α1, β1, . . . , αn, βn) del espacio dual V ∗.
Para ω ∈ Λ2(V ∗) definida

ω =
n∑
i=1

αi ∧ βi, (4.2.1)

se tiene que actúa en la base de la forma:

ω(Ai, Aj) = ω(Bi, Bj) = 0 ω(Ai, Bj) = −ω(Bj , Ai) = δji . (4.2.2)

Para v = aiAi + biBi, si ω(v, w) = 0 para todo w ∈ V entonces

ω(v,Bi) = ai = 0,

ω(v,Ai) = −bi = 0.

Por lo tanto v = 0 , es decir, ω es un tensor simpléctico.

Dado un subespacio S ⊆ V se define el complemento simpléctico de S
como

S⊥ = {v ∈ V : ω(v, w) = 0 ,∀w ∈ S}.
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Lema 4.2.1. Sea (V, ω) un espacio vectorial simpléctico. Para cualquier
subespacio S ⊆ V se tiene dim S + dim S⊥ = dim V .

Demostración. Sea S ⊆ V subespacio. Definimos Φ : V → S∗ como Φ(v) =

(ιvω)
∣∣∣
S

.

Para ψ ∈ S∗ arbitrario, sea ψ̂ una extensión de ψ a V ∗. Ya que ω̂ es un
isomorfismo, existe v ∈ V tal que ιvω = ψ̂. Por lo tanto Φ(v) = ψ, es decir,
Φ es sobreyectivo. Además Ker(Φ) = S⊥ por lo que

dim(V ) = dim(Im(Φ)) + dim(Ker(Φ)) = dim(S∗) + dim(S⊥).

Ya que dim S∗ = dim S se cumple dim S + dim S⊥ = dim V .

Para un subespacio 1-dimensional S se tiene que ω(v, v) = 0 para todo
elemento de S, por lo tanto S ⊆ S⊥. Esto sugiere que la condición de ser
no degenerado permite una nueva clasificación del complemento ortogonal
de un subespacio S ⊆ V :

simpléctico si S ∩ S⊥ = {0};

isotrópico si S ⊆ S⊥;

coisotrópico si S⊥ ⊆ S;

lagrangiano si S = S⊥.

De la definición es claro que S es simpléctico si y solo si S⊥ lo es. Además
si S es simpléctico, u ∈ S y ω(u, u) = 0 entonces u = 0. Por lo tanto ω|S
es no degenerado.

Proposición 4.2.1. Sea ω un tensor simpléctico en un espacio vectorial
m-dimensional V . Entonces V es de dimensión par y existe una base tal
que se cumple (4.2.1) y (4.2.2).

Demostración. La prueba se realiza por inducción sobre m. Para m = 0 no
hay nada que probar.
Sea (V, ω) un espacio vectorial simpléctico de dimensión m ≥ 1 y suponga-
mos que la proposición es cierta para espacios vectoriales simplécticos de
dimensión menor que m.
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Sea 0 6= A1 un vector de V. Ya que ω es no degenerada existe B1 vector en
V tal que ω(A1, B1) 6= 0. Se puede suponer que ω(A1, B1) = 1. Ya que la
2-forma es alternante se tiene que B1 no puede ser múltiplo de A1 por lo
que el conjunto {A1, B1} es linealmente independiente y dim V ≥ 2.
Sea S el conjunto generado por A1, B1. Por el anterior lema se tiene que
dimS⊥ = m − 2, además ya que ω|S es no degenerada entonces S es
simpléctico, por lo que S⊥ es simpléctico. Utilizando la hipótesis de in-
ducción se tiene que existe una base (A2, B2, . . . , An, Bn) de S⊥ tal que
se cumple (4.2.1) y (4.2.2). Tomando la base (A1, B1, . . . , An, Bn) de V se
cumplen las hipótesis.

Una k-forma ω es exacta si existe una (k − 1)-forma η tal que dη = ω,
además ω es cerrada si dω = 0. Ya que d ◦ d = 0 se tiene que toda forma
exacta es cerrada.
Una 2-forma no degenerada en una variedad M es una 2-forma ω tal que
ωp es un 2-covector no degenerado para todo p ∈M .
Una forma simpléctica es una 2-forma no degenerada que es cerrada.

Definición 4.2.1. Sea M una variedad y ω una forma simpléctica, llama-
mos a (M,ω) una variedad simpléctica.

Por la anterior proposición se tiene que toda variedad simpléctica tiene
dimensión par.

Definición 4.2.2. Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) variedades simplécticas. Un
difeomorfismo F : M1 →M2 se llama simplectomorfismo si F ∗ω2 = ω1.

Ejemplo 4.2.2. R2n con las coordenadas estándar (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
es una variedad simpléctica con la forma simpléctica

ω0 =

n∑
i=1

dxi ∧ dyi.

Un elemento en T ∗M tiene la forma (q, φ) con φ ∈ T ∗qM . Ya que φ es
una 1-forma evaluada en el punto q, entonces el pullback bajo π es una
1-forma evaluada en el punto (q, φ).
Definimos τ ∈ Ω1(T ∗M) como:

τ = π∗φ,
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llamada 1-forma tautológica. Para ν ∈ T(q,φ)(T ∗M) tenemos que

τ(q,φ)(ν) = φ(dπ(q,φ)(ν)).

Proposición 4.2.2. Sea M una variedad. La 1-forma tautológica τ es
suave y ω = −dτ es una forma simpléctica en T ∗M .

Demostración. Las coordenadas naturales de (q, φ) ∈ T ∗M son de la forma
(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) con xi la representación en coordenadas de q y φ =∑n

i=1 ξidxi. Ya que π(x, ξ) = x entonces π∗(dxi) = dxi, por lo tanto

τ(x,ξ)(ξidxi) = ξidxi.

Entonces τ es suave, pues en sus coordenadas las componentes son lineales.
Sea ω = −dτ ∈ Ω2(T ∗M), ya que dω = −d(dτ) = 0 entonces es una
2-forma cerrada. Además en coordenadas naturales se tiene que

ω =

n∑
i=1

dxi ∧ dξi.

Por la identificación de un abierto de T ∗M con un abierto de R2n bajo las
coordenadas naturales se tiene que ω es la forma simpléctica canónica de
R2n por lo que es ω es forma simpléctica.

La 1-forma tautológica permite definir una 1-forma en el espacio co-
tangente a partir de una 1-forma en el espacio tangente. Por lo tanto las
simetŕıas del espacio tangente son llevadas al espacio cotangente mediante
τ .
La forma simpléctica definida en la proposición se llama forma simpléctica
canónica de T ∗M .

Teorema 4.2.1. (Darboux). Sea (M,ω) una variedad simpléctica 2n-
dimensional. Para todo p ∈M existen coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
centradas en p tales que ω está representada en estas coordenadas de la
forma

ω =

n∑
i=1

dxi ∧ dyi. (4.2.3)

La prueba de este teorema y mas resultados sobre la geometŕıa simplécti-
ca pueden ser encontrados en [DST01] y [McI15].
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4.3. Formalismo Hamiltoniano

Los resultados expuestos en esta sección son basados en el caṕıtulo 22
de [Lee01] y el caṕıtulo 5 de [GN12].
Sea M una variedad n-dimensional. Definimos el conjunto

TM ⊕ T ∗M =
⋃
z∈M

TzM × T ∗zM,

donde (v, α) ∈ TzM × T ∗zM es de la forma

v =

n∑
i=1

vi
∂

∂qi
, α =

n∑
i=1

pidq
i.

Este conjunto es una variedad con la estructura diferenciable dada por las
coordenadas locales (q1, . . . , qn, v1, . . . , vn, p1, . . . , pn); con (q1, . . . , qn) las
coordenadas locales en M . Esta variedad tiene asociadas las proyecciones
π1 : TM ⊕ T ∗M → TM y π2 : TM ⊕ T ∗M → T ∗M definidas π1(v, α) = v
y π2(v, α) = α.
Vamos a definir la función hamiltoniana extendida Ĥ : TM ⊕ T ∗M → R
como:

Ĥ = α(v)− L(v), (4.3.1)

donde L es el Lagrangiano. Escrito en coordenadas locales

Ĥ(q1, . . . , qn, v1, . . . , vn, p1, . . . , pn) =

n∑
i=1

pivi− L(q1, . . . , qn, v1, . . . , vn),

por lo que

dĤ =
n∑
i=1

(
pi −

∂L

∂vi

)
dvi +

n∑
i=1

vidpi −
n∑
i=1

∂L

∂qi
dqi.

Si restringimos Ĥ a TzM × {α}, con z ∈ M y α ∈ T ∗zM fijos, entonces el
conjunto de puntos cŕıticos satisface

pi =
∂L

∂vi
(q1, . . . , qn, v1, . . . , vn), (4.3.2)
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llamaremos S a este conjunto.
En coordenadas locales, definimos

Ψ(q1, . . . , qn, v1, . . . , vn, p1, . . . , pn) =
(
p1 −

∂L

∂v1
, . . . , pn −

∂L

∂vn

)
.

Por lo tanto S = Ψ−1(0). Ya que la matriz de derivadas de Ψ es de la forma(
∂L

∂qi∂vj
∂L

∂vi∂vj
In×n

)
,

entonces para cualquier punto en S esta matriz es de rango máximo por lo
que S es subvariedad de TM ⊕ T ∗M con dimensión 2n, además el mapa
π1|S : S → TM es un difeomorfismo. Si π2|S : S → T ∗M es un difeomor-
fismo, entonces el Lagrangiano asociado a la función Hamiltoniana exten-
dida se llama hiperregular. Para un Lagrangiano hiperregular se tiene que
π2|S ◦ π1|S−1 : TM → T ∗M es un difeomorfismo llamado transformada de
Legendre.
Definimos la función Hamiltoniana H : T ∗M → R como

H = Ĥ ◦ π2|S−1,

por lo tanto

dH =

n∑
i=1

vidpi −
n∑
i=1

∂L

∂qi
dqi.

Ya que H es función suave en T ∗M , entonces

dH =

n∑
i=1

∂H

∂qi
dqi +

n∑
i=1

∂H

∂pi
dpi.

Por las anteriores igualdades tenemos que
∂H

∂qi
= − ∂L

∂qi
,

∂H

∂pi
= vi.

(4.3.3)

En consecuencia la función Hamiltoniana, a pesar de estar definida en el
espacio cotangente T ∗M el cual no posee métrica Riemanniana, guarda
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información sobre la métrica Riemanniana de la variedad .
Las ecuaciones de Euler–Lagrange definen un campo vectorial en el espacio
de configuración TM . Las transformaciones de (1.3.2) bajo (4.3.3) da lugar
a las ecuaciones de Hamilton:

q̇i =
∂H

∂pi
,

ṗi = −∂H
∂qi

.

(4.3.4)

Estas definen un campo vectorial en T ∗M . Por lo tanto vamos a tener que
las soluciones al problema de los n-cuerpos serán las curvas integrales aso-
ciadas a este campo vectorial. El sistema (M,ω,H), donde (M,ω) es una
variedad simpléctica y H función Hamiltoniana, se llama sistema Hamilto-
niano y por las ecuaciones de Hamilton (4.3.4) describe el mismo flujo que
se describe en el formalismo Lagrangiano por lo que es solución al sistema
de ecuaciones diferenciales (1.0.1).
El campo vectorial Hamiltoniano de H es el campo vectorial suave XH

definido por
ιXHω = dH,

para cualquier campo vectorial Y se tiene

ω(XH , Y ) = dH(Y ) = Y H.

En las coordenadas dadas por el teorema de Darboux escribimos

XH =
n∑
i=1

(
ai

∂

∂qi
+ bi

∂

∂pi

)
.

Para determinar los coeficientes (ai, bi) calculamos:

ιXHω =
n∑
i=1

(aidpi − bidqi),

dH =
n∑
i=1

(∂H
∂qi

dqi +
∂H

∂pi
dpi

)
.
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Igualando estas dos expresiones se tiene que ai =
∂H

∂pi
y bi = −∂H

∂qi
por lo

que:

XH =

n∑
i=1

(∂H
∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi

)
.

Aunque el campo vectorial Hamiltoniano está definido de manera análoga al
gradiente en geometŕıa Riemanniana, este cumple propiedades complemen-
tarias al gradiente, pues está definido en términos de una forma simpléctica.
Estas propiedades son:

Proposición 4.3.1. Sea (M,ω) variedad simpléctica y H ∈ C∞(T ∗M).

(a) H es constante a lo largo de cada curva integral de XH .

(b) Para cada valor regular de H, el campo vectorial hamiltoniano XH

es tangente a la curva de nivel de H.

Demostración. Ya que

XHH = dH(XH) = ω(XH , XH),

y como ω es alternante se tiene que XHH = 0. Por lo tanto H es constante a
lo largo de las trayectorias descritas por XH , es decir, sus curvas integrales.
Además, al H ser constante a lo largo de una curva integral se tiene que la
preimagen de un valor regular de H es una curva integral por lo que XH

es tangente a la curva integral, por lo tanto a la curva de nivel de H.

Ya que el Hamiltoniano extendido (4.3.1) está definido en términos del
Lagrangiano, podemos encontrar el Hamiltoniano asociado al problema de
los n-cuerpos. Para ello primero debemos pasar de las coordenadas del
espacio tangente al cotangente, por lo que utilizamos (4.3.2), entonces:

pi =
∂L

∂q̇i
= miq̇

i.

Por lo tanto

T (q, p) =
1

2

n∑
i=1

p2i
mi

(σqi � qi),
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U(q) =
∑

1≤i<j≤n

mimjq
i � qj

[σ − σ(qi � qj)2]1/2
.

Sea
H(q, p) = T (q, p)− U(q). (4.3.5)

Ya que
∂H

∂pi
= m−1i pi,

−∂H
∂qi

= ∇qiU(q)−m−1i (pi � pi)qi,

las ecuaciones de Hamilton (4.3.4) nos dan el campo vectorial XH en el
espacio cotangente, dado por:

XH =

n∑
i=1

(
(m−1i pi)

∂

∂qi
+ (∇qiU(q)−m−1i (pi � pi)qi)

∂

∂pi

)
.

Por lo tanto una curva integral de este campo vectorial debe cumplir el
sistema de ecuaciones diferenciales (3.3.1), es decir, las ecuaciones asociadas
al problema de los n-cuerpos en espacios de curvatura constante.



Caṕıtulo 5

Ejemplos

Ya que O(S3) y O(H3) son las isometŕıas de S3 y H3, dadas n particulas
puntuales de masas m1, . . . ,mn > 0 tales que sus trayectorias preservan las
distancias para todo instante de tiempo, sus soluciones están descritas por
la acción de los grupos O(S3) y O(H3) sobre S3 y H3. Si además estas
isometŕıas preservan la orientación, es decir, las matrices ortogonales de
determinante 1 SO(S3) y SO(H3), entonces la acción de estos grupos van
a generar un tipo particular de soluciones las cuales vamos a llamar en
equilibrio relativo. Gracias al teorema del eje principal de Euler vamos
a poder dar una descripción más detallada de este tipo de soluciones y
algunos ejemplos.
Las soluciones propuestas, los criterios para su existencia y ejemplos en S3
y H3 se encuentran, y pueden profundizar en [Dia12].

5.1. Equilibrio relativo

Los elementos de SO(S3) son rotaciones con respecto a algún eje que
dejan invariante a S3.
Por el teorema de los ejes principales de Euler toda rotación de SO(S3)

47
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puede ser escrita de la forma PAP−1 con P ∈ SO(S3) y

A =


cos θ − sin θ 0 0
sin θ cos θ 0 0

0 0 cosφ − sinφ
0 0 sinφ cosφ

 .

Los ángulos θ y φ son los ángulos asociados a las rotaciones en los planos
wx y yz, donde los elementos de S3 son de la forma

S3 = {(w, x, y, z) ∈ R4 : w2 + x2 + y2 + z2 = 1}.

De manera análoga los elementos de SO(H3) son de la forma PBP−1 y
PCP−1 donde P ∈ SO(H3) y

B =


cos θ − sin θ 0 0
sin θ cos θ 0 0

0 0 coshφ − sinhφ
0 0 sinhφ coshφ

 ,

C =


1 0 0 0
0 1 −ξ ξ
0 ξ 1− ξ2/2 ξ2/2
0 ξ −ξ2/2 1 + ξ2/2

 .

Una rotación se llama:

Eĺıptica-eĺıptica matrices de la forma PAP−1 con θ 6= 0 y φ 6= 0.

Positiva eĺıptica matrices de la forma PAP−1 con θ 6= 0 y φ = 0
(o φ 6= 0 y θ = 0).

Negativa eĺıptica matrices de la forma PBP−1 con θ 6= 0 y φ = 0.

Negativa hiperbólica matrices de la forma PBP−1 con θ = 0 y
φ 6= 0.

Negativa eĺıptica-hiperbólica matrices de la forma PBP−1 con
θ 6= 0 y φ 6= 0.

Negativa parabólica matrices de la forma PCP−1.
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Consideremos una 2-esfera en S3. Ya que las rotaciones son isometŕıas basta
con considerar

S2z = {(w, x, y, z) ∈ S3 : z = 0},

es decir, la intersección del plano z = 0 con S3.
Las rotaciones eĺıpticas-eĺıpticas actúan sobre un elemento (w, x, y, 0) ∈ S2z
de la siguiente manera:

w1

x1
y1
z1

 =


cos θ − sin θ 0 0
sin θ cos θ 0 0

0 0 cosφ − sinφ
0 0 sinφ cosφ




w
x
y
0



=


w cos θ − x sin θ
w cos θ + x sin θ

y cosφ
y sinφ

 .

Por lo tanto una rotación eĺıptica-eĺıptica deja invariante a un elemento de
S2z cuando z1 = y sinφ = 0, ya que y no tiene por qué ser la constante cero
tenemos que φ = 0.
Las rotaciones que dejan invariante a S2z son de la forma:

cos θ − sin θ 0 0
sin θ cos θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

por lo que las rotaciones positivas eĺıpticas dejan invariantes las 2-esferas
de S3.
Una 2-esfera hiperbólica H3 es de la forma:

H2
w = {(w, x, y, z) ∈ H3 : w = 0},

donde se utilizó el mismo argumento de rotar cualquier 2-esfera hiperbólica
para obtener esta.
Las rotaciones negativas hiperbólicas actúan sobre (0, x, y, z) ∈ H2

w de la
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siguiente manera:
w2

x2
y2
z2

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 coshφ sinhφ
0 0 sinhφ coshφ




0
x
y
z



=


0
x

y coshφ+ z sinhφ
y sinhφ+ z coshφ

 .

Por lo tanto toda rotación negativa hiperbólica deja invariante a H2
w.

Definición 5.1.1. Una configuración q ∈ R3n se llama central si

∇U(q) = λ∇I(q),

con I(q) =
∑
mi|qi|2 momento de inercia y λ una constante.

Definición 5.1.2. Una solución q(t) = (q1(t), ..., qn(t)) al problema de
los n-cuerpos en S3 se llama homográfica si existen una función escalar
R(t) > 0 y una matriz Ω ∈ SO(S3) tales que

qk(t) = R(t)Ω(t)qk(0), k = 1, n,

donde (q1(0), ..., qn(0)) es una configuración central.
Esta solución se llama homotética si Ω(t) ≡ I3×3 y en equilibrio relativo si
R(t) ≡ 1.
De manera análoga se definen las soluciones homográficas en H3.

Ya que sabemos cómo son las matrices que pertenecen a SO(S3) y
SO(H3), podemos clasificar las soluciones en equilibrio relativo pues están
definidas en términos de estas matrices.
Por lo tanto, en S3, las soluciones al problema de los n-cuerpos se llaman:

Eĺıptica-eĺıptica cuando Ω(t) es una rotación eĺıptica-eĺıptica para
todo instante de tiempo.

Positiva eĺıptica cuando Ω(t) es una rotación positiva eĺıptica para
todo instante de tiempo.
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De manera análoga se definen en H3 las soluciones negativas eĺıpticas, nega-
tivas hiperbólicas y negativas eĺıpticas-hiperbólicas. La rotación parabólica
no pertenece al conjunto de soluciones.
Existe una constante que relaciona los ángulos con tiempo llamada frecuen-
cia angular y denotada por α. Sea F el número de vueltas que realiza un
objeto en un segundo, se tiene que α = 2πF , donde esta frecuencia angular
está relacionada con el ángulo θ.
Sea (q10, . . . , q

n
0 ) con qi0 = (wi0, x

i
0, y

i
0, z

i
0) la posición inicial de n cuerpos.

Una solución positiva eĺıptica es de la forma:
wi0 cos θ − xi0 sin θ
wi0 cos θ + xi0 sin θ

yi0
zi0

 ,

tomando ri =
√

(wi0)
2 + (xi0)

2, se pueden encontrar constantes ai ∈ R tales

que wi0 = ri cos ai y xi0 = ri sin ai. Por lo tanto
wi0 cosαt− xi0 sinαt
wi0 cosαt+ xi0 sinαt

yi0
zi0

 =


ri cos ai cosαt− ri sin ai sinαt
ri cos ai cosαt+ ri sin ai sinαt

yi0
zi0



=


ri cos(αt+ ai)
ri sin(αt+ ai)

yi0
zi0

 .

Una solución negativa hiperbólica es de la forma:
wi0
xi0

yi0 coshφ+ zi0 sinhφ
yi0 sinhφ+ zi0 coshφ

 ,

sea β la frecuencia angular asociada al ángulo φ y ηi =
√

(zi0)
2 − (yi0)

2,

se pueden encontrar constantes bi ∈ R tales que zi0 = ηi cosh bi y yi0 =
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ηi sinh bi. Por lo tanto
wi0
xi0

yi0 coshβt+ zi0 sinhβt
yi0 sinhβt+ zi0 coshβt

 =


wi0
xi0

ηi sinh bi coshβt+ ηi cosh bi sinhβt
ηi sinh bi sinhβt+ ηi cosh bi coshβt



=


wi0
xi0

ηi sinh(βt+ bi)
ηi cosh(βt+ bi)

 .

Entonces para n cuerpos puntuales con posición inicial (q10, . . . , q
n
0 ), con

qi0 = (wi0, x
i
0, y

i
0, z

i
0), las soluciones en equilibrio relativo positivo eĺıptico en

S3 y las soluciones en equilibrio relativo negativo hiperbólico en H3 vienen
dadas respectivamente de la forma:

wi(t) = ri cos(αt+ ai),
xi(t) = ri sin(αt+ ai),
yi(t) = yi0,
zi(t) = zi0,

(5.1.1)

con (wi0)
2 + (xi0)

2 = (ri)2 y (ri)2 + (yi)2 + (zi)2 = 1, para i = 1, n.
wi(t) = wi0,
xi(t) = xi0,
yi(t) = ηi sinh(βt+ bi),
zi(t) = ηi cosh(βt+ bi),

(5.1.2)

con (zi)2 − (yi)2 = (ηi)2 y (wi)2 + (xi)2 − (ηi)2 = −1, para i = 1, n.
Para obtener las condiciones que debe cumplir una solución positiva eĺıptica
para ser solución al problema de los n-cuerpos en S3 reemplazamos (5.1.1)
en (3.2.4). Ya que k = 1 obtenemos para las posiciones de las particulas
dadas por qi = (ri cos(αt+ ai), ri sin(αt+ ai), yi0, z

i
0) las ecuaciones:

νij = qi � qj = rirj cos(ai − aj) + yi0y
j
0 + zi0z

j
0.

Además, ya que q̇i = (−αri sin(αt+ ai), αri cos(αt+ ai), 0, 0) se tiene

q̇i � q̇i = (αri)2
[

sin2(αt+ ai) + cos2(αt+ ai)
]

= (αri)2.
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Tomando la primera componente de qi, y como ẅi = −α2ri cos(αt+ ai), el
sistema de ecuaciones (3.2.4) queda de la forma:

−α2ri cos(αt+ ai)

=
n∑

j=1,j 6=i

mj

[
rj cos(αt+ aj)− νijri cos(αt+ ai)

]
[1− (νij)2]3/2

− (αri)2ri cos(αt+ ai).

Utilizando la identidad cos(αt+ ai) = cos(αt) cos ai − sin(αt) sin ai y sepa-
rando la ecuación en términos de cos(αt) y sin(αt) obtenemos:

cos(αt)
[
α2ri cos ai − (αri)2ri cos ai +

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
rj cos aj − νijri cos ai

]
[1− (νij)2]3/2

]
,

(5.1.3)

sin(αt)
[
(αri)2ri sin ai − α2ri sin ai −

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
rj sin aj − νijri sin ai

]
[1− (νij)2]3/2

]
.

(5.1.4)
Por lo tanto se tiene que cumplir, para todo instante de tiempo, la ecuación
(5.1.3) + (5.1.4) = 0. Esto es cierto si y sólo si se cumplen las condiciones

(
(ri)2 − 1

)
α2ri cos ai =

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
rj cos aj − νijri cos ai

]
[1− (νij)2]3/2

, (5.1.5)

(
(ri)2 − 1

)
α2ri sin ai =

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
rj sin aj − νijri sin ai

]
[1− (νij)2]3/2

. (5.1.6)

Es sencillo ver que para la segunda componente de qi se deben cumplir las
ecuaciones (5.1.5) y (5.1.6).
Para la tercera y cuarta componente de qi obtenemos las ecuaciones

(αri)2yi =

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
yj − νijyi

]
[1− (νij)2]3/2

, (5.1.7)

(αri)2zi =

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
zj − νijzi

]
[1− (νij)2]3/2

. (5.1.8)
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Proposición 5.1.1. Sean q1, . . . , qn ∈ S3 part́ıculas puntuales de masas
m1, . . . ,mn > 0. El sistema de ecuaciones diferenciales (3.2.4) admite una
solución en equilibrio relativo positivo eĺıptico de la forma (5.1.1) si y sólo
si se existen constantes ri, ai ∈ R tales que las ecuaciones (5.1.5), (5.1.6),
(5.1.7) y (5.1.8) se cumplen.

Para obtener las condiciones que debe cumplir una solución negativa
hiperbólica para ser solución al problema de los n-cuerpos en H3 reempla-
zamos (5.1.2) en (3.2.4). Ya que k = −1 obtenemos para las posiciones de
las particulas dadas por qi = (wi0, x

i
0, η

i sinh(βt + bi), ηi cosh(βt + bi)) las
ecuaciones:

µij = qi � qj = wi0w
j
0 + xi0x

j
0 − η

iηj cosh(bi − bj).

Además, ya que q̇i = (0, 0, βηi cosh(αt+ bi), βηi sinh(αt+ bi)) se tiene

q̇i � q̇i = (βηi)2
[

cosh2(βt+ bi)− sinh2(βt+ bi)
]

= (βηi)2.

Tomando la tercera componente de qi, y como ÿi = β2ηi sinh(αt + bi), el
sistema de ecuaciones (3.2.4) queda de la forma:

β2ηi sinh(αt+ bi)

=

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
ηj sinh(βt+ bj) + µijηi sinh(βt+ bi)

]
[(µij)2 − 1]3/2

+(βηi)2ηi sinh(βt+bi).

Utilizando la identidad sinh(βt+ bi) = sinh(βt) cosh bi + cosh(βt) sinh bi y
separando la ecuación en términos de cosh(βt) y sinh(βt) obtenemos:

cosh(βt)
[
−β2ηi sinh bi+(βηi)2ηi sinh bi+

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
ηj sinh bj + µijηi sinh bi

]
[(µij)2 − 1]3/2

]
,

(5.1.9)

sinh(βt)
[
−β2ηi cosh bi+(βηi)2ηi cosh bi+

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
ηj cosh bj + µijηi cosh bi

]
[(µij)2 − 1]3/2

]
.

(5.1.10)
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Por lo tanto se tiene que cumplir, para todo instante de tiempo, la ecuación
(5.1.9) + (5.1.10) = 0. Esto es cierto si y sólo si se cumplen las condiciones

(
1− (ηi)2

)
β2ηi sinh bi =

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
ηj sinh bj + µijηi sinh bi

]
[(µij)2 − 1]3/2

, (5.1.11)

(
1− (ηi)2

)
β2ηi cosh bi =

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
ηj cosh bj + µijηi cosh bi

]
[(µij)2 − 1]3/2

. (5.1.12)

Es sencillo ver que para la cuarta componente de qi se deben cumplir las
ecuaciones (5.1.11) y (5.1.12).
Para la primera y segunda componente de qi obtenemos las ecuaciones

− (βηi)2wi =

n∑
j=1,j 6=i

mj

[
wj + µijwi

]
[(µij)2 − 1]3/2

, (5.1.13)

− (βηi)2xi =
N∑

j=1,j 6=i

mj

[
xj + µijxi

]
[(µij)2 − 1]3/2

. (5.1.14)

Proposición 5.1.2. Sean q1, . . . , qn ∈ H3 part́ıculas puntuales de masas
m1, . . . ,mn > 0. El sistema de ecuaciones diferenciales (3.2.4) admite una
solución en equilibrio relativo negativo hiperbólico de la forma (5.1.2) si y
solo si se existen constantes ηi, bi ∈ R tales que las ecuaciones (5.1.11),
(5.1.12), (5.1.13) y (5.1.14) se cumplen.

5.2. Ejemplo en S3

Tomamos 3 cuerpos puntuales de masas m1,m2,m3 ubicados en los
extremos de un triángulo. Por la proposición 5.3 si tomamos las posiciones
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q1, q2, q3 ∈ S3, con qi = (wi, xi, yi, zi) tales que:

w1(t) = cos(αt+ a1), x1(t) = sin(αt+ a1),

y1(t) = 0, z1(t) = 0,

w2(t) = cos(αt+ a2), x2(t) = sin(αt+ a2),

y2(t) = 0, z2(t) = 0,

w3(t) = cos(αt+ a3), x3(t) = sin(αt+ a3),

y3(t) = 0, z3(t) = 0,

tenemos que r1 = r2 = r3 = 1. Además para a1 = 0, a2 = 5π/6 y a3 =
7π/6, los ángulos que determinan la forma del triángulo, podemos encontrar
masas m1,m2,m3 mediante las ecuaciones (5,1,5), (5,1,6), (5,1,7) y (5,1,8).
Para m ∈ R+ tenemos que

m1 = m,

m2 = 3m,

m3 = 3m.

Bajo estas condiciones este sistema posee una solución dada por las rotacio-
nes positivas eĺıpticas de su posición inicial. Además, como estas rotaciones
dejan invariante a S3yz con

S3yz = {(w, x, y, z) ∈ S3 : y = 0, z = 0},

entonces el movimiento de los cuerpos permanece en S3yz para todo instante
de tiempo.
Ya que el Hamiltoniano (4.3.5) es constante sobre el flujo asociado a XH

y, este flujo son justamente las trayectorias solución al problema de los
n-cuerpos, entonces H es constante sobre la solución propuesta en esta
sección. Esto se verifica ya que para

q1 =
(

cos(αt), sin(αt), 0, 0
)
,

q2 =
(−√3

2
cos(αt)− 1

2
sin(αt),

−
√

3

2
cos(αt) +

1

2
sin(αt), 0, 0

)
,

q3 =
(−√3

2
cos(αt) +

1

2
sin(αt),

−
√

3

2
cos(αt)− 1

2
sin(αt), 0, 0

)
,
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Figura 5.1: Solución positiva eĺıptica.

tenemos que

q1 � q2 = q1 � q3 =
−
√

3

2
,

q2 � q3 =
1

2
.

Por lo tanto

U =
3m2(−

√
3/2)√

1/4
+

3m2(−
√

3/2)√
1/4

+
9m2(1/2)√

3/4
= −3

√
3m2.

Además

p1 = m
(
− α sin(αt), α cos(αt), 0, 0

)
,

p2 = 3m
(
− α sin(αt+ (5π/6)), α cos(αt+ (5π/6)), 0, 0

)
,

p3 = 3m
(
− α sin(αt+ (7π/6)), α cos(αt+ (7π/6)), 0, 0

)
,

por lo que

T =
7α2

2
m.
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Finalmente

H = T − U =
7α2

2
m+ 3

√
3m2,

ya que α,m son constantes se tiene que el Hamiltoniano es constante sobre
las trayectorias de la solución propuesta en S3.

5.3. Ejemplo en H3

Sean q1, q2, q3 ∈ H3, con qi = (wi, xi, yi, zi), part́ıculas puntuales de
masas m1,m2,m3 > 0. Dada una solución negativa hiperbólica de la forma:

w1(t) = 0, y1(t) = sinhβt,

x1(t) = 0, z1(t) = coshβt,

w2(t) = 0, y2(t) = η sinhβt,

x2(t) = x, z2(t) = η coshβt,

w3(t) = 0, y3(t) = η sinhβt,

x3(t) = −x, z3(t) = η coshβt,

(5.3.1)

con x2 − η2 = −1. Ya que bi = 0 entonces la ecuación (5.1.11) no nos
da información sobre las soluciones. Del mismo modo, ya que wi = 0 la
ecuación (5.1.13) nos nos brinda información de las soluciones. Reempla-
zando (5.3.1) en (5.1.12) y (5.1.14), obtenemos las condiciones que debe
cumplir el sistema para que exista la solución negativa hiperbólica. Estas
condiciones vienen dadas por

β2η2 =
ηm1

(η2 − 1)3/2
+

2η2m3

((1− 2η2)2 − 1)3/2
,

(1− η2)β2η =
(1− η2)m1

(η2 − 1)3/2
+

(2η − 2η3)m3

((1− 2η2)2 − 1)3/2
,

multiplicando la primera ecuación por η y sumandola con la segunda ob-
tenemos:

β2η3 =
η2m1

(η2 − 1)3/2
+

2η3m3

((1− 2η2)2 − 1)3/2
.

Ya que

((1− 2η2)2 − 1)3/2 =
(

(4η2)(η2 − 1)
)3/2
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Figura 5.2: Solución negativa hiperbólica.
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= 8η3(η2 − 1)3/2,

concluimos que

β2 =
4η2m1 +m3

4η3(η2 − 1)3/2
.

Por lo tanto la frecuencia angular puede tomar dos valores dados por:

β1 =
1

2η

√
4η2m1 +m3

η(η2 − 1)3/2
y β2 = − 1

2η

√
4η2m1 +m3

η(η2 − 1)3/2
.

Además las rotaciones negativas hiperbólicas dejan fijo H3
w por lo que el

movimiento de estos cuerpos permanece en H3
w para todo instante de tiem-

po.
Ya que

q1 =
(

0, 0, sinhβt, coshβt
)
,

q2 =
(

0, x, η sinhβt, η coshβt
)
,

q3 =
(

0,−x, η sinhβt, η coshβt
)
,

tenemos que

q1 � q2 = q1 � q3 = −η,
q2 � q3 = 1− 2η2.

Por lo tanto

U = −m1m2η

x
− m1m3η

x
+
m2m3(1− 2η2)

2ηx

=
m2m3 − 2η2(m1m2 +m1m3 +m2m3)

2ηx
.

Además

p1 = m1

(
0, 0, β coshβt, β sinhβt

)
,

p2 = m2

(
0, 0, βη coshβt, βη sinhβt

)
,

p3 = m3

(
0, 0, βη coshβt, βη sinhβt

)
,
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por lo que

T =
β2

2

(
m1 + η2(m2 +m3)

)
.

Finalmente

H = T−U =
β2

2

(
m1 + η2(m2 +m3)

)
+

2η2(m1m2 +m1m3 +m2m3)−m2m3

2ηx
.

ya que η, β,m1,m2,m3 son constantes con x 6= 0 y η 6= 0, se tiene que el
Hamiltoniano es constante sobre las trayectorias de la solución propuesta
en H3.





Apéndice A

Formas diferenciales

Un k-tensor covariante se dice alternante si para σ ∈ Sk una permuta-
ción de k elementos se tiene que

δσ(v1, . . . , vk) = δ(vσ(1), . . . , vσ(k)) = (sgn σ) δ(v1, . . . , vk).

Los k-tensores covariantes alternantes se llaman multicovectores o k-covectores.
Sea V un espacio vectorial de dimensión finita, el espacio de todos los k-
covectores de V se denota por Λk(V ∗) y el espacio de los k-tensores cova-
riantes de V por T k(V ∗). Sea Alt : T k(V ∗)→ Λk(V ∗) tal que

Alt α =
1

k!

∑
σ∈Sk

(sgn σ)ασ,

con α ∈ T k(V ∗). Ya que para τ ∈ Sk se tiene

(Alt α)τ (v1, . . . , vk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

(sgn σ)α(vστ(1), . . . , vστ(k))

= (sgn τ)
1

k!

∑
ξ∈Sk

(sgn ξ)α(vξ(1), . . . , vξ(k)) = (sgn τ)(Alt α)(v1, . . . , vk),

por lo que Alt α es alternante. Además para todo η ∈ Λk(V ∗) se cumple
que Alt η = η.

63
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Para ω ∈ Λk(V ∗) y η ∈ Λl(V ∗) se define el producto cuña entre formas
diferenciales ∧ : Λk(V ∗)× Λl(V ∗)→ Λk+l(V ∗) como

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt (ω ⊗ η).

Sean ω, ω̂, η, η̂ y ξ multicovectores. El producto cuña cumple las siguientes
propiedades:

1. Bilinearidad: para a, â ∈ R,

(aω + âω̂) ∧ η = a(ω ∧ η) + â(ω̂ ∧ η),

η ∧ (aω + âω̂) = a(η ∧ ω) + â(η ∧ ω̂).

2. Asociatividad:

ω ∧ (η ∧ ξ) = (ω ∧ η) ∧ ξ.

3. Anticonmutatividad: si ω ∈ Λk(V ∗) y η ∈ Λl(V ∗),

ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω.

4. Para cualquier k-tupla de covectores ω1, . . . , ωk y vectores ν1, . . . , νk,

ω1 ∧ · · · ∧ ωk(ν1, . . . , νk) = det(ωj(νi)).

Sea v ∈ V y ω ∈ Λk(V ∗). Existe una operación que relaciona los vectores
y k-covectores, llamada multiplicación interior, definida:

ιvω(w1, . . . , wk−1) = ω(v, w1, . . . , wk−1).

Ya que

ω(w1, . . . , v, . . . , v̂, ..., wk) = −ω(w1, . . . , v̂, . . . , v, . . . , wk),

si v = v̂ entonces

ω(w1, . . . , v, . . . , v, . . . , wk) = 0.
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Por lo tanto ιv ◦ ιv = 0. Además como

ιv(ω
1 ∧ · · · ∧ ωk) =

k∑
i=1

(−1)i−1ωi(v)ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωk,

donde ω̂i indica este argumento es omitido. Entonces

ιv(η ∧ ω) = (ιvη) ∧ ω + (−1)lη ∧ (ιvω),

donde η ∈ Λl(V ∗).

Definición A.0.1. Sea M una variedad. Una k-forma es una sección suave
de Λk(T ∗M) donde

Λk(T ∗M) =
⊔
p∈M

Λk(T ∗pM),

es decir, es una asignación suave p 7→ ωp ∈ Λk(T ∗pM).

El espacio vectorial de todas las k-formas de M se denota Ωk(M).
Dado un entero positivo k un multi-́ındice de longitud k es una k-tupla
ordenada de enteros positivos (i1, . . . , ik). Sean I,J multi-́ındices de longitud
k, se define

δIJ =

δ
i1
j1
· · · δi1jk

...
. . .

...

δikj1 · · · δikjk

 .

Un multi-́ındice I = (i1, . . . , ik) se dice creciente si i1 < . . . < ik. Se intro-
duce la notación ∑

{I:i1<...<ik}

αI =
∑′

I

αI .

En cartas locales (U , x1, . . . , xk) una k-forma se puede escribir como∑′

I

ωIdxI =
∑′

I

ωIdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

donde ωI son funciones suaves definidas en U . Ya que

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik
( ∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk

)
= δIJ ,
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y por la linealidad del producto cuña se tiene que

ωI = ω
( ∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik

)
.

Ejemplo A.0.1. Toda 3-forma en R3 viene dada por

η = fdx ∧ dy ∧ dz,

con f : R3 → R suave. Además ω = y dx ∧ dz + x dy ∧ dz es un ejemplo de
2-forma en R3.

Sean M , n variedades y F : M → N función suave. Dada una forma
diferencial ω en n se define una forma diferencial en M , llamada pullback
de ω, como:

(F ∗ω)p(ν1, . . . , νk) = ωF (p)(dFp(ν1), . . . , dFp(νk)).

Ejemplo A.0.2. Para la 2-forma definida en el ejemplo anterior y F :
R2 → R3 definida F (u, v) = (u, v, u2 − v2) se tiene que

F ∗(y dx ∧ dz + x dy ∧ dz) = v du ∧ d(u2 − v2) + u dv ∧ d(u2 − v2)

= −2v2 du ∧ dv + 2u2 dv ∧ du = −2(v2 + u2) dv ∧ du.

La multiplicación interior se puede extender a formas diferenciales y
campos vectoriales. Para ello sea X ∈ X(M) y ω ∈ Ωk(M), se define la
(k − 1)-forma ιXω como

ιXω = ιXpωp.

Definimos el operador d : Ωk(Rm)→ Ωk+1(Rm), llamado derivada exterior,
como

d
(∑′

I

ωIdxI
)

=
∑′

I

dωI ∧ dxI ,

donde dωI es el diferencial de la función ωI . Las siguientes propiedades
permiten extender la derivada exterior a variedades.

Proposición A.0.1. Para la derivada exterior se cumple:

(a) d es lineal sobre R.
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(b) si ω es una k-forma y η una l-forma , entonces

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

(c) d ◦ d = 0.

(d) sea F : Rm → Rs mapa suave, se tiene

F ∗(dω) = d(F ∗ω).

Demostración. El numeral (a) se tiene por la definición de la derivada
exterior. Para (b) ya que el producto cuña es bilineal basta con tomar
ω = u dxI y η = ν dxJ , por lo que

d(ω ∧ η) = d(uν dxI ∧ dxJ)

= (ν du+ u dv) ∧ dxI ∧ dxJ

= (du ∧ dxI) ∧ (νdxJ) + u(dv ∧ dxI) ∧ dxJ

= (du ∧ dxI) ∧ (νdxJ) + (−1)k(udxI) ∧ (dv ∧ dxJ)

= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

Para una 0-forma, es decir, una función f tenemos

d(df) = d(
∂f

∂xj
dxj)

=
∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj

=
∑
i<j

( ∂2f

∂xi∂xj
− ∂2f

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0,

por lo que d(df) = 0 para cualquier función suave. Ya que la derivada
exterior de una k-forma ω involucra la sumatoria de términos en los cuales
siempre aparece d◦d aplicado a alguna función, se tiene que cada uno de los
términos va ser igual a cero, es decir, d(dω) = 0. Por lo tanto se tiene (c).
Finalmente para (d) considerar una k-forma, otra vez tenemos que basta
con considerar la k-forma ω = u dxi1 ∧ · · · ∧ dxik por linealidad. Ya que

F ∗(d(u dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)) = F ∗(du ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)

= d(u ◦ F ) ∧ d(xi1 ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(xik ◦ F ),
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y

d(F ∗(u dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)) = d((u ◦ F ) d(xi1 ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(xik ◦ F )

= d(u ◦ F ) ∧ d(xi1 ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(xik ◦ F ),

por lo que se tiene (d).

Sea M una variedad y (U , φ) una carta. Para ω ∈ Ωk(M) se define:

dω = φ∗d(φ−1
∗
ω).

Dada (V, ψ) otra carta de M . En U ∩ V se cumple

(φ ◦ ψ−1)∗d(φ−1
∗
ω) = d((φ ◦ ψ−1)∗φ−1∗ω).

Ya que (φ ◦ ψ−1)∗ = ψ−1
∗ ◦ φ∗ obtenemos

ψ∗(φ ◦ ψ−1)∗d(φ−1
∗
ω) = ψ∗d((φ ◦ ψ−1)∗φ−1∗ω) = ψ∗d(ψ−1

∗
ω),

además
ψ∗(φ ◦ ψ−1)∗d(φ−1

∗
ω) = φ∗d(φ−1

∗
ω),

por lo que
φ∗d(φ−1

∗
ω) = ψ∗d(ψ−1

∗
ω),

es decir, la derivada exterior está bien definida en variedades.
Ya que:

F ∗(dω) = F ∗ψ∗d(ψ−1
∗
ω)

= φ∗ ◦ (ψ ◦ F ◦ φ−1)∗d(ψ−1
∗
ω)

= φ∗d((ψ ◦ F ◦ φ−1)∗ψ−1∗ω)

= φ∗d(φ−1
∗
F ∗ω)

= d(F ∗ω),

tenemos una extensión de la derivada exterior en variedades.
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