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Introduccion

En el contexto de la geometria Riemanniana, existen campos vectoriales X en la variedad
Riemanniana (M, g) cuyos flujos consisten de isometrias, es decir, los conceptos de dngulo,
distancia, norma y ortogonalidad en M permanecen invariantes bajo la acciéon del flujo.
Infinitesimalmente

Lxg=0,

en donde Ly denota la derivada de Lie en la direccién de X. En el capitulo [2| se estudia este
tipo de campos vectoriales llamados campos vectoriales de Killing (o simplemente campos de
Killing), su nombre se debe en honor al matematico Wilhelm Killing. Este concepto se puede

generalizar a campos n-Killing, que son aquellos que satisfacen

Lhg=LxLx...Lxg=0.

n—uveces

Sin embargo, en este trabajo se analiza [5], en donde Teodor Oprea estudia los campos 2-Killing
y los relaciona con los campos vectoriales monoétonos. En el capitulo 3] se introduce la idea
de flujo de Ricci (que es una ecuacién diferencial parcial para la métrica Riemanniana que
depende del tiempo) y soluciones particulares de este flujo llamadas soluciones autosimilares o
solitones de Ricci, las cuales se consideran como puntos fijos generalizados de dicho flujo (ver
[13]). Por tltimo, se presenta la relacién entre los campos vectoriales 2-Killing y conformes
con estas soluciones.

Historicamente, el matematico estadounidense Richard Hamilton introdujo por primera vez
la nocién de flujo de Ricci para aplicarlo a la conjetura de geometrizaciéon de Thurston, que
describe las posibles geometrias que pueden ocurrir en variedades cerradas de tres dimensiones,
diciendo que se pueden construir a partir de ocho geometrias modelo bésicas. Un corolario de
esta conjetura es la conjetura de Poincaré (ahora teorema), que hizo parte de uno de los siete
problemas del milenio.

El texto tiene la intencion de profundizar los conocimientos de campos vectoriales de
Killing, conformes, 2-Killing, y su relacion con los solitones de Ricci. Ademds, de aportar y

presentar ejemplos de cada uno.



Notacién y simbolos

®(kvl)
9(X,Y)
T,M
™
\Y%
[X,Y]
k
I
grad
Hess f

Producto tensorial

Métrica Riemanniana o producto interno
Espacio tangente en p

Haz tangente

Conexién

Corchete de Liede X e Y
Coeficientes de conexién

Gradiente

Hessiano de f

Diferencial de f

Divergencia

Tensor de curvatura Riemanniano
Curvatura seccional

Curvatura de Ricci

Curvatura escalar

Traza o contraccién

Forma de volumen Riemanniano
Frontera de M

Derivada de Lie

Conjunto de campos vectoriales suaves sobre M
Espacio de endomorfismos en X(M)
Laplaciano

1-forma dual al campo vectorial X
Ecuacién diferencial ordinaria
Espacio de k-formas suaves sobre M

Volumen de una variedad



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se mencionan diferentes resultados basicos e importantes de la geometria
de Riemann con énfasis en las técnicas encontradas, que seran de utilidad para el estudio y
cédlculos de pruebas posteriores. En la seccion se mencionan distintos enunciados bésicos
de métrica Riemanniana, la derivada covariante de campos vectoriales como de tensores, y la
generalizacién de varios operadores mencionados en un curso de calculo de varias variables al
contexto Riemanniano. En la seccién se define el tensor de curvatura de Riemann para
posteriormente a partir de esta curvatura definir la curvatura seccional, la curvatura de Ricci
y por ultimo, la curvatura escalar de una variedad Riemanniana. Para finalizar, en la seccién
se define la forma de volumen Riemanniano y se menciona el teorema de la divergencia
en el entorno Riemanniano. El lector interesado en profundizar los temas mencionados a

continuacién, se puede remitir a las referencias utilizadas, que fueron principalmente [1], [2],
3] v [6].

1.1. Meétrica Riemanniana y conexiones

Sea M una variedad suave. Una métrica Riemanniana g es una seccién de @*(T*M), es
decir un campo 2-tensorial suave g € D(®*(T*M)) (a menudo en la literatura D(QF (T M))
se denota de forma abreviada por T%(M) de manera que g € T?(M)), cuya imagen g, es un

producto interno en cada uno de los espacios tangentes T),M de M. Asi, g satisface
i. Simetria: g,(v, w) = gp(w,v) para todo p € M y todos v, w € T,M,

ii. Bilinealidad: g,(Avi 4 v2, w) = Agp(v1,w) + gp(ve, w) para todo p € M, A € R y todos
vy, v2,w € T M,

ili. Definido positivo: gp(v,v) > 0y gp(v,v) = 0 si, y sélo si v = 0, para todo p € M y todo
veTl,M,



iv. No degenerado: g,(v, w) = 0 para todo w € T,M y todo p € M, implica que v = 0.

Una variedad Riemanniana es un par (M,g), donde M es una variedad suave y g es una

métrica Riemanniana especifica en M.
Proposicién 1.1.1 ([I, Prop.2.4]). Toda variedad suave admite una métrica Riemanniana.

Suponga que p — g, varia suavemente. Esto quiere decir que para cualesquiera dos
campos vectoriales suaves X e Y, el producto interno g,(X,,Y,) (normalmente se utiliza la
siguiente notacién de paréntesis: para todo v,w € T,M, (v,w), = gp(v,w)) es una funcién
suave de p. Cuando se desee asociar la métrica con M también se denota como gps. Por otro

lado, teniendo en mano este producto interno, se puede definir longitudes de vectores tangentes

(de ahora en adelante || - ||, simplemente se denotara por || - ||), &ngulos entre vectores tangentes
distintos de cero, ortogonalidad e incluso una estructura de métrica natural. Dada una curva

suave 7 : [0,1] — M, la longitud de ~y esta definida por

1
L(y) = /0 ()1,

donde ¥(t) € Ty ;)M es el vector velocidad de la curva.

Definicién 1.1.2. Para cada par de puntos (z,y) en M la distancia Riemanniana entre
T e y estd dada por

d(z,y) = inf L
(z,y) L (),

donde C*°(z,y) denota el conjunto de curvas suaves que conectan a x con y.

Ahora, suponga que (M, gar) v (N, gn) son dos n-variedades Riemannianas. Una isometria

de (M, gn) a (N, gn) es un difeomorfismo ¢ : M — N tal que ¥*gn = g, i.e.,

gm (v, u) = gn(dy(v), dp(u)),

para todo v,u € T,M y p € M, en este caso ¢* denota el pullback por v y di el diferencial
global de 1. Se dice que (M, gar) v (N, gn) son isométricos si existe una isometria entre ellos.
Una isometria ¢ : M — M se llama isometria de (M, g). El conjunto de todas las isometrias
de (M, g) es un grupo bajo la composicién de funciones, llamado grupo de isometrias de
(M,g) y se denota por Iso(M). También, es facil ver que ser isométrico es una relacién de
equivalencia en la clase de todas las variedades Riemannianas. Todos los espacios vectoriales de
productos internos de la misma dimensién son isométricos; de esta manera, si (M, g) es una n-

variedad Riemanniana, todos los espacios tangentes 7, M son isométricos al espacio euclidiano

4



R"™ con su producto interno estandar. En consecuencia, todas las variedades Riemannianas
tienen la misma estructura localmente.

Usando nuevamente el pullback, se puede definir una nueva variedad Riemanniana: sea
(M ,g) una variedad Riemanniana, suponga que M C M es una subvariedad embebida o
inmersa. La métrica inducida en M es la métrica g = +*g inducida por el mapa de inclusién
v : M < M. Con esta métrica, M se denomina subvariedad Riemanniana de M.

Sea (U, (z%)) una carta de coordenadas en una n-variedad Riemanniana (M, gys). Los

0
. 81;1 . .

para TM y las 1-formas {dz'}].; forman una base dual para T*M, es decir dz*(9;) = §;. La

campos vectoriales {9;}"_; (en donde 0; es una abreviaciéon de ) forman una base local

métrica se puede escribir como

g= gijdzci ® da:j,

donde g;; = g(9;,9;), y dz' ®dx? denota el producto tensorial del diferencial de las coordenadas
locales en U. Acé y en todo el texto se usa la convencién de suma de Einstein de suma

sobre indices repetidos para evitar expresiones muy largas.

Definiciéon 1.1.3. Sea m : TM — M el haz tangente sobre una variedad suave M y sea

X (M) el conjunto de campos vectoriales suaves en M. Una conexién en TM es un mapa

YV X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — VY,

que satisface las siguientes propiedades:

i. VxY es lineal sobre C*°(M) en X: para f1, fo € C°(M) y X1, X9 € X(M),
Vinxitpx.Y = iV Y + 2Vx,Y.
ii. VxY es lineal sobre R en Y: para A\, A\ € Ry Y7,Ys € X(M),
Vx(MY1 + XYs) = MiVxY: + A VxYa.
iii. V cumple la siguiente regla del producto: para f € C*°(M),
Vx(fY)=fVxY + (X[)Y.
VxY se llama la derivada covariante de Y en la direccion X.

Para los célculos es importante observar cémo aparece una conexién en términos de una base



de coordenadas. Sea M una n-variedad Riemanniana y (U, (z°)) una carta en M. Para cada

eleccion de los indices ¢ y j, se expande el campo vectorial Vy,0;,

Vo,

(3

9; =T

O (1.1)

Observe que los indices i, j y k estan acotados por 1 y n. Los coeficientes I‘fj se denominan
coeficientes de conexion de V con respecto a la base de coordenadas dada. Tenga presente
que la conexién V no es un tensor, pues no es lineal sobre C°°(M) en la segunda componente. Sin
embargo, el mapa R-lineal V : X(M) — I'(T*M ®TM) en cualquier imagen VY de un campo
Y, es un (1, 1)-tensor y en cada punto p € M da un mapa R-lineal (VY'), : T,M — T,M

que depende suavemente de p.

Observacion. Sean X = X'0; y Y = Y79;, contemple que

VxY = Vxip Y70
= X'Vy,Y70;
= X"((8;Y")0; + YIV,0;)
= X'((9:;Y7)0; + YIT};0%)
= X(9;Y* + YIT};) 0.

Por lo anterior, se obtiene
(Vo,Y)F = 9,Y* + YT},

Definicién 1.1.4. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y V una conexién en T'M

i. Se dice que V es compatible con g si para todo X,Y,Z € X(M),

Vxg(Y,2)=Xg(Y,Z)=g(VxY,Z) +g(Y,VxZ). (1.2)

ii. La conexién V es simétrica si para todo X,Y € X(M), se cumple

VxY — VyX = [X,Y]. (1.3)

A menudo, se suele utilizar el (1,2)-tensor de torsién suave 7 : X(M) x X(M) — X(M)
dado por la ecuacién 7(X,Y) = VxY — Vy X — [X, Y], para verificar que la conexién V sea
simétrica, pues esta es simétrica si, y sélo si su torsién se anula. De hecho, V es simétrica si, y

solo si sus coeficientes de conexién en cada base de coordenadas cumplen:

k _ 1k



Teorema 1.1.5 ([1, Teorema fundamental de la geometria Riemanniana]). Sea (M, g)
una variedad Riemanniana. Eziste una unica conexion V en TM que satisface (1.2]) y (1.3)).

Se denomina la conexion de Levi-Civita de g.

En este texto siempre se usa la conexién de Levi-Civita, a menos que se especifique lo
contrario.

Dada la carta de coordenadas (U, (x')) en una n-variedad Riemanniana (M, g). Los simbo-
los de Christoffel son los coeficientes que se obtienen al expandir la conexién de Levi-Civita,

estos estan dados por (|1.1)) y se obtienen mediante la siguiente férmula

1
FZ‘ = 59“(31‘9]1 + 091 — O1935)- (1.4)

Combinando el hecho de que el corchete de Lie de campos vectoriales coordenados es cero, y

la formula de Koszul

29(VxY,Z)=Xg(Y,Z)+Yy9(X,Z) - Zg(X,Y)
—g(X, [K Z]) - g(Y, [Xv Z]) +Q(Zv [X’Y])

el lector puede verificar (|1.4)).

Ejemplo 1. Sea g la métrica estandar en R", i.e.,
n . .
g= Z dz' ® da’
i=1

(otras veces escrito simplemente por >_.(dz")?). Dados X,Y € X(R"), tal que X,, = X*(p)0; )

vy Y, =Y"p)d; | , se tiene que
P

9(Xp, Yp) = Y da’ @ da'(X,, V)
B ars
= iXi(p)Yi(p)
= <;(p,Yp>.

Por tanto, la métrica euclidiana es la métrica Riemanniana g en R™ cuyo valor en cada punto
p € R" es simplemente el producto escalar habitual en T,R" = R". En notacién matricial, se
tiene que G = I,,, donde I, es la matriz identidad n x n. Usando este hecho y (1.4, se tiene

que I’i-“j = 0 para todas las elecciones de los indices ¢, j, k.



Proposicién 1.1.6 ([1, Prop.4.15]). Sea M una variedad suave, y sea ¥V cualquier conexion
enT'M. Entonces V determina de manera inica una conexion en cada haz tensorial ®(k’l) TM,

también denotada por V, tal que las siguientes condiciones se satisfacen.
. Bn ®(1’0) TM =TM, V coincide con la conexion dada.

1. En ®(0’0) TM =M xR, V estd dada por la diferenciacion ordinaria de funciones:
Vxf=Xf.

1. V cumple la siguiente regla del producto con respecto a los productos tensoriales:

Vx(S®G)=(VxS)®G+S®(VxG).

w. V conmuta con toda contraccion o traza: si” tr” denota la traza en cualquier par de

indices, uno covariante y uno contravariante, entonces

VX(tI‘ S) = tI‘(VXS).

Se define la diferenciacién covariante Vx que actiia sobre campos tensoriales. En particular,

actia sobre los campos (0, [)-tensoriales
Vx : N(Q'TM) — T(QR'TM),

donde l
VX(Y1®"'®Y2):ZYN@'“@VXYi@“'@Y}-
i=1

La derivada covariante de un campo (k,[)-tensorial S con k = 0,1 es entonces definida por

(VSYX, Z1,.... Z) = (VxS)(Z1,.... 2)) = Vx(S(Z1,....2))
l
- S(%1,....VxZi,...,Z).
=1

De forma maés general se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.1.7 (I, Prop.4.17]). Sea M una variedad y V cualquier conexién en T'M. Para
cada S € I‘(®(k’l) (TM)), el mapa

VS : QY M) x - x QYM) x X(M) x -+ x X(M) — C°°(M)

k—copias l+1—copias



(VS (wh, ..., o* V1, Y, X) = (VxS)(w!,...,u* V1,.... 7))
= X(Swh,...,o" Y1,..., 1)

k
—ZS(wl,...,VXwi,...,wk,Yl,...,Yl)

i=1

l
=) S Wk, VXYY,

j=1

define un campo (k, !+ 1)-tensorial suave en M llamado la derivada covariante total de S.

Un campo (k,[)-tensorial S se dice que es paralelo si V.S = 0. En una variedad Rieman-

niana (M, g) la métrica es siempre paralela.

Proposicién 1.1.8. En una n-variedad Riemanniana (M, g)
Vg=0.
Demostracion. Observe que

(Vo)(X, Z1,2Z2) = Vx(9(Z1, 22)) — 9(Vx Z1, Z2) — 9(Z1,Vx Z2)
=9(VxZ1,Z2) + 9(Z1,VxZ2) — g(VNxZ1,Z2) — g(Z1,V x Z2)
=0.

g

Igualmente, se le puede tomar la derivada total al campo (k,! + 1)-tensorial V.S, definido
anteriormente para obtener el campo (k, [ + 2)-tensorial V(V.S) = V2S. Dados dos campos
vectoriales X,Y € X(M), se usa la siguiente notacién del campo (k, [)-tensorial denotado por
V%QYS para introducir los dos campos vectoriales precedentes en las tltimas coordenadas de
V28, ie.,

ViyS(...)=V?S(....Y, X).

Es tentativo considerar que V?X’YS y Vx(VyS) son iguales, lo cual no es cierto. Sin embargo,

existe la siguiente relacién entre ellos:

ViyS =Vx(VyS) — Vy,vS. (1.5)



Definicién 1.1.9. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, X € X(M) y f : M — R una

funcién suave. El gradiente Riemanniano de f estd dado por
g(grad f, X) = X f = df (X).
Proposicién 1.1.10 ([2, Prop.2.2.6]). Si f: (M,g) — R, entonces
(Vxdf)(Y) = g(Vx grad f,Y) = Hess f(X,Y),

donde Hess denota el Hessiano de f.

El lector puede probar que para cualquier funcién f y vectores X e Y en un punto p € M, se

tiene la siguiente férmula para el Hessiano (también denotado por algunos autores como VV f)

Hess f(X,Y)=X(Yf) — (VxY)f.

Definicién 1.1.11. Sea (M, g) una n-variedad Riemannianay X € X(M). Siey,...,e, € T,M

es una base ortonormal, entonces la divergencia de X denotada por div X, se define por
divX =tr(X — VX)

= Zg(veiX, 61').
i=1

Usando las definiciones y[1.1.11] se obtiene

div(fX) = Xf+ fdiv(X)
= g(grad f, X) + fdiv(X).

1.2. Tensor de curvatura

Sea (M, g) una variedad Riemanniana. La aplicacién R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) es

llamado el (1,3)-tensor de curvatura, definido por
R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ - Vixy| 2.

No es dificil probar que R es C°°(M)-bilineal en X(M) x X(M) y el operador de curvatura
R(X,Y): X(M) — X(M) que a cada Z € X(M) lo envia en R(X,Y)Z es C°°(M)-lineal.
Observe que si M = R", entonces R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(R"). Por tanto, se

piensa en R como una forma de medir cuanto se desvia M de ser euclideana. Por otro lado,
teniendo (|1.5)) se sigue que
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R(X,Y)Z =V%yZ—Vy.xZ (1.6)
VixyZ=ViyZ=[fViyZ (1.7)

Viy(fZ) = fVxyZ+YfVxZ+XfVyZ - ((VxY))Z + X (Y f)Z. (1.8)

para cualquier funcién f € C*°(M). Note que (1.6, (1.7) y (1.8) inmediatamente se derivan
de la bilinealidad y linealidad de Ry R(X,Y’), respectivamente. Otro punto al destacar es: si

(x%) son coordenadas locales, entonces R tiene la siguiente expresion
R =R dx' ® d2’ @ da"* @ 0,

donde los coeficientes R! ;i se definen por R(9;, ;)0 = Rﬁjk(?l. Ademas

R = Ryjids’ ® do! @ da* @ dx',
donde R;ju = gim Iy, visto a R como un (0,4)-tensor, note que

Rijri = R(0;, 05,0k, O1) = g(R(0;,0;) 0k, Oy).

Algunas simetrias del tensor de curvatura de Riemann son:

Rijii = —Rjitt = —Rijik = Rpiij-

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y p un punto en M. Si m# C T,M es un 2-plano,

entonces la curvatura seccional de 7 estd definida por

K(m) = g(R(e1, e2)e, €1),

donde e, e2 es una base ortonormal de 7; esta definicién es independiente de la eleccién de tal

base. Més general, si X e Y son dos vectores linealmente independientes de 7, entonces

B g(R(X,Y)Y,X)
Km = Xpve gz

La curvatura seccional es independiente de los vectores que generan a 7. Si X, X9 y X7, X}

son dos listas de vectores linealmente independientes que generan el mismo 2-plano 7, entonces

K(ﬂ-Xl,Xz) = K(WX{,Xé)a

11



donde 7x,,x, ¥ Tx; x; son los 2-planos generados por X1, Xy y X 1, X}, respectivamente.

Definicion 1.2.1. La curvatura de Ricci, denotada por Ric es una traza o contracciéon de

R. Sieq,...,e, € T,M es una base ortonormal, entonces
Ric(v,w) = tr(z — R(x,v)w)

= Zg(R(v,ei)ei,w).
i=1

Por lo tanto, Ric es una forma bilineal simétrica. También podria definirse como el (1, 1)-tensor
simétrico

n
Ric(v) = Z R(v,e;)e;.
i=1
Las componentes de este tensor se definen por R;; = Ric(0;, 0;), estan dados por

k k
Rij = Ry;; = 9" Riijm-

Proposicién 1.2.2 ([I, Lemma. 7.15]). La curvatura de Ricci es un campo 2-tensorial simétri-
co. Se puede expresar de cualquiera de las siguientes formas

k k k k

Rij = Rkij = Rikj = _Rkij = _Rikj'

Cuando una variedad Riemanniana (M, g) satisface Ric(v) = Av, o equivalentemente

Ric(v,w) = Ag(v,w), entonces (M, g) se dice que es una variedad de Einstein con cons-

tante de Einstein \. Si (M, g) tiene curvatura constante A, entonces (M, g) también es una

variedad de Einstein con constante de Einstein (n — 1)A.

Definicién 1.2.3. Sea (M, g) una n-variedad Riemanniana, la curvatura escalar de (M,g)
estd dada por
n
S =2 g(Ric(e;),e;),
j=1
donde eq, ..., e, es una base ortonormal de T}, M.
Observacion. En una n-variedad de Einstein (M, g), tomando traza a ambos lados de la

igualdad Ric = Ag, se tiene
A pu—

= ln

De este modo,

Ric= —g.

12



1.3. Forma de volumen Riemanniano

Sea (M, g) una n-variedad Riemanniana orientada. Existe una tnica n-forma dv, en M llamada
forma de volumen Riemanniano tal que, si eq,...e¢e, es cualquier base ortonormal para
T, M, entonces

dvg(er,...ep) = 1.

Equivalentemente, si (') son cualesquiera coordenadas locales orientadas, entonces

dvg =1/det(gij) dz' A--- A dz™.

Con esta forma de volumen, se puede integrar funciones en la variedad Riemanniana orientada
M. Si f es una funcién continua con soporte compacto y de valor real en una n-variedad
Riemanniana orientada (M, g), entonces fdv, es una n-forma con soporte compacto. Asi, la
integral | u Jdvg tiene sentido. Andlogamente, si M es compacta, el volumen de M se define

por
vol(M):/ dvg.
M

Ademis, si (M, g) es una variedad Riemanniana orientada con frontera, y X es cualquier

campo vectorial suave en M con soporte compacto, entonces
/ (div X) dvg = / g9(X,N) dvg,
M oM

donde N es el campo vectorial unitario que apunta hacia afuera a lo largo de OM y g es la
métrica Riemanniana inducida en 0M. Este resultado se conoce como el Teorema de la

divergencia.
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Capitulo 2

Campos vectoriales de Killing y

conformes

A lo largo de una variedad Riemanniana, la métrica en cada uno de sus puntos tiende a
cambiar. Sin embargo, existe una clase de campos vectoriales cuya métrica a lo largo del
flujo de estos campos no cambia. La seccién estd dedicada a dichos campos vectoriales
denominados campos vectoriales de Killing y se estudia la relacién que tienen con el grupo
de isometrias. Luego, en la seccién se estudian algunas caracterizaciones de los campos
vectoriales conformes. Un ejemplo son los campos vectoriales de Killing por ser un caso
particular. Por iltimo, en la seccién se generaliza el concepto de campos de Killing, a
campos vectoriales 2-Killing estudiados por primera vez por Teodor Oprea en [5]. Para este
capitulo, se tuvo en cuenta las referencias [1], [2], [5], [7], [8], [9], [10], [I1] y [15], en donde la

intencién es corroborar la informaciéon de algunos de estos textos.

2.1. Campos vectoriales de Killing

Sea (M, g) una variedad Riemanniana, se puede calcular la derivada de Lie de los campos

tensoriales con respecto a los campos vectoriales en M. Para la métrica g, se tiene

(Lxg)(Y.Z) =Lx(g(Y,Z)) —9(LxY,Z) — g(Y,Lx Z).

También, se puede escribir como
(Lxg)(Y,2) = Xg(Y, Z) — g([X, Y], Z) — g(Y,[X, Z]).
Dado que V es la conexién de Levi-Civita, se sigue que

<£X9>(Y7 Z) - g(vXY - [Xa Y],Z) +g(K VxZ — [X7 Z])
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=9(Vy X, Z) 4+ g(Y,VzX). (2.1)

Definicién 2.1.1. Un campo vectorial X en una variedad Riemanniana (M, g), se dice que

es un campo vectorial de Killing si Lxg = 0.

Esto significa que g es invariante bajo el flujo de X, que resultan ser isometrias. De (2.1))
se tiene que un campo vectorial X es de Killing si, y sélo si para todos los deméas campos
vectoriales Y y Z satisfacen la identidad g(Vy X, Z) + g(Y, VzX) = 0. Es decir, el operador
VX € End(X(M)) resulta ser antisimétrico.

Sea (U, (z)) una carta de coordenadas en la variedad Riemanniana (M, g) y X = X*9,
un campo vectorial en M, primero observe que Lxdz’ = d(Lx2') = d(X ') = dX*. Asf,

Lxg= Exgijdxi ® da?
= Lx(gij)dz’ ® da? + g;j(Lxdz') ® da’ + gijda’ @ (Lxda?)
= Xgijda' ® do’? + gjdX' @ da’ + gijda’ © dX7
= (Xkﬁkgl-j + gkjaiXk + gikﬁij)d:L’i ® da? .

Si X es un campo de Killing, implica que

Xkakgij + gkjaiXk + gik@ij =0. (2.2)

Equivalentemente,

(Lx9)(0:,05) = 9(Va,X,05) + g(9i, Vo, X)
(Vo,X) grj + (Vo,X)™ gim
(Vo, X) grj + (Vo,X) gix

(Vo,X)j + (Vo, X)i,

(3

usando la notacién Vg, = V;, se concluye que X es un campo de Killing si
(ViX); + (V;X); =0.

La ecuacion es lineal tanto en el campo como en la métrica. Observe que si X es un
campo de Killing, entonces —X es también un campo de Killing. Si hay una n-tupla de campos
de Killing {X3,..., X, }, entonces a1 X1 + - - - + a, X, donde ay, ..., a, € R, nuevamente es
un campo de Killing, en otras palabras los campos de Killing forman un R-espacio vectorial
denotado por iso(M, g), que es un subespacio vectorial del espacio de todos los campos

vectoriales suaves X(M). De hecho, si X y Y son campos de Killing, se tiene que
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£[X,Y]Q = [Lx,Ly]g
=Lx(Lyg) — Ly(Lxg)
= £x(0) = £y (0)
=0.

Esto muestra que iso(M, g) junto con el corchete de Lie configura un algebra de Lie. Ademds,

este espacio tiene dimensién < n(n+1)/2.

Proposicién 2.1.2 ([2, Prop.8.1.4]). Si X y X' son campos de Killing tal que X, = X}, y
(VX)p = (VX'), para algin p € M, entonces X = X'.

Una curva parametrizada 7 : (—¢,€) — M se dice que es una geodésica si V;)j(t) = 0,
para todo t € (—e¢,¢). En términos de coordenadas locales (z%), si y(t) = (z'(t),...,2"(t)),

entonces 7y es una geodésica si, y solo si sus funciones componentes satisfacen
i*(t) + ' ()37 ()T (2(t) =0,
donde x(t) es una abreviacién de (z!(t),...,2"(t)). Si v es una geodésica, entonces
Vi g(7(1),¥(1) = 29(V4¥(1),¥(t)) = 0,

es decir, la longitud del vector tangente (t) es constante.

Proposicién 2.1.3. Un campo vectorial X en la variedad Riemanniana (M, g) tiene longitud

constante si, y solo si cada curva integral del campo X es una geodésica en (M, g).

Demostracion. Sea'Y € X(M), dado que Lxg(X,Y) =0, de (2.1)) se sigue que
g(VXX, Y) + g(X, VYX) =0.

Como las curvas integrales de X son geodésicas (es decir, X, = ¥(0) con v(0) = p, para alguna

geodésica v en M), entonces Vx X = 0. Asi
1
9(X,VyX) = §VY9(X7X) =0.

Por lo tanto, X tiene longitud constante. O

Observacion. Sea M una variedad suave, para cualesquiera dos conexiones V y V en TM se
define un mapa Y : X(M) x X(M) — X(M) por

T(X,Y)=VxY — VyY.

16



No es dificil mostrar que T es C°° (M )-bilineal y por lo tanto, define un campo (1, 2)-tensorial.

Proposicién 2.1.4. Si X es un campo de Killing, entonces Vy (VX) = R(X,Y) para todo
campo Y € X(M).

Demostracion. Se calcula la derivada de Lie de la conexién V, para dar el campo (1, 2)-tensorial
LxV (la derivada de Lie es un limite de una diferencia. Por la Observacién precedente, la

derivada de Lie de la conexién es un campo (1, 2)-tensorial) como sigue: dado Z € X(M)

(LxV)yZ =LxVyZ —N,wwZ —NyLxZ
= [X,VyZ] - Vixy|Z — Vy[X, Z]
=VxVyZ - Vyg,zX — V[Xy]Z - VyVxZ +VyVzX
=R(X,Y)Z+ (Vy(VX))Z.
—_———
Vi X
Si X es de Killing, el flujo consiste en isometrias que conservan la conexién de Levi-Civita V

(no es dificil ver esto de la férmula de Koszul, mencionada en la seccién (1.1]), lo que significa
LxV =0. d

Proposicién 2.1.5. Sea (M, g) una n-variedad Riemanniana. Para cualquier campo de Killing

X, se tiene que div X = 0.

Demostracion. Como X es cualquier campo vectorial de Killing, se tiene que
(EXQ)(eiv ei) = 2g(v81X> ei) =0,

donde e, ... e, es una base ortonormal de T,,M. Por tanto

divX =Y g(Ve, X, e;) = 0.
=1

0

Sea X un campo de Killing en la variedad Riemanniana (M, g) y f una funcién en M dada
por f = 2g(X,X) = 1|/ X||%. Entonces grad f = —VxX. En efecto, dado Y € X(M), se sigue

que
o(Y.grad f) = Y |
= S OIXIP)
— 5(29(Vy X, X))
= Q(VYX, X)
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= —g(Y, VxX).
Teniendo en cuenta esto, observe que

Hess f(Y,Y) = —g(VyVxX,Y)
VyVxX,Y)+g(VxVyX,Y) = g(VxVyX,Y) + g(Vyx1X,Y)
—g(V YX]X Y)
=—g(RY,X)X,Y) - g(VxVyX,Y) = g(Viyx)X,Y)
=—-RY, X, X)Y)—g(VxVyX,Y) —g(Vy, xX,Y) + g(Vy,vX,Y)
—R(Y,X,X,Y) - g(VxVyX,Y) + |[Vy X|? — g(VxY, Vy X)
—R(Y, X, X,Y) + [|Vy X|* - X(¢(F5Y7)
( )

—R(Y, X, X,Y) + |[Vy X|.

g(
g(

Por lo tanto,
Hess f(YV,Y) = —R(Y, X, X,Y) + | Vy X% (2.3)

Lemma 2.1.6. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y X un campo de Killing en M. Si f es
una funcién en M dada por f = 1||X||%, entonces Af = |VX|*~Ric(X, X) (Af = div(grad f)
denota el operador Laplaciano de f).

Demostracion. Sea ey, ..., e, una base ortonormal de T, M, por ({2.3)

Af = zn:Hess f(ei,e;)

i=1

n n
= Z HverHZ - ZR<€i7X7 X: ei)
i=1 i=1

=Y Ve X|* = Ric(X, X)
=1

= |[VX|]? — Rie(X, X).
Por ende,
Af = ||[VX|]* - Ric(X, X). (2.4)
O

Teorema 2.1.7 (Bochner, 1946). Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada (acd y en

todo el texto cerrado significa compacto sin frontera), y X un campo de Killing en M. Entonces

1. Si Ric <0, entonces X es un campo vectorial paralelo.

1. S1 Ric < 0, entonces X = 0.
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Demostracion. Considerando (2.4) e integrando, se obtiene
M—/ HVXIPdvg—/ Ric(X, X) dv,.
M M

/M VX |2dv, = /M Ric(X, X) dv,.

Suponiendo que Ric < 0, resulta que

Luego,

0 S/ IV X ||dv, :/ Ric(X, X) dvy <0,
M M

lo que implica [|[VX||? =0y Ric(X,X) = 0. Asi VX = 0. Si Ric < 0, esta tltima conclusién
implica que X = 0. O

Corolario 2.1.8 ([2 Corolario.8.2.3]). Con (M,g) como en el teorema, se tiene
dim(iso(M, g)) = dim(Iso(M, g)) < dim M,

y Iso(M, g) es finito si Ric(M,g) < 0.
Proposicién 2.1.9. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Si X es un campo de Killing en
M tal que X = grad f para alguna funcion f: M — R, entonces

VX =0y Af=0.

Demostracion. Por la Proposicién [2.1.5] es facil ver que Af = 0. Ahora, sean Y, Z €
X(M), Hess f(Y,Z) = g(Vy grad f, Z) = g(Vy X, Z) es antisimétrico, ya que Hess f(Z,Y) =
—g(VzX,Y). Sin embargo, Hess f también es simétrico, pues como V es libre de torsién, se

tiene

Y, Zlf =(VyZ =VzY)f & Y(Zf)-Z(Y[f)=(VvZ)f - (VzY)f
& Y(Zf) = (Vy2)f=2Z(Yf) - (VzY)f.

Esto implica que g(Vy X, Z) = 0 para todo Z, esto a su vez implica que Vy X = 0 para todo
Y. Asi, VX = 0. g
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2.2. Campos vectoriales conformes

Sean (N, gn) v (M, gpr) variedades Riemannianas. Las métricas gy v gas se dicen (puntual-

mente) conformes si existe una funcién suave p : M — R, tal que
2
gN = ¢€ ng7

y conformemente equivalentes si existe un difeomorfismo ¢ : M — N, tal que Y*gn y
e?P gy son puntualmente conformes, v se denomina funcién conforme. Ademés, si M = N,
entonces 1 se llama transformacién conforme. Observe que si p = 0, entonces 1 es una

isometria. Por otro lado, un campo vectorial X € X(M) se denomina campo conforme si

donde Lx es la derivada de Lie en la direccion de X en M, g es la métrica Riemanniana
v A: M — R es una funcién suave denominada funcién potencial del campo vectorial
conforme X. Se dice que un campo vectorial conforme es no trivial si el campo no es de Killing,
es decir, si la funcién potencial A no es cero. También, andlogamente que con los campos de

Killing, si X es un campo vectorial conforme, entonces
(VZ‘X)]‘ + (VjX)i = 2)\gij.

Ademas, si X,Y € co(T' M), entonces [X,Y] € co(T'M) (co(TM) denota el conjunto de campos

vectoriales conformes). En efecto,

£[X,Y]g =[Lx,Lyly
=Lx(Lyg) — Ly (Lxg)
= Lx(2Avg) — Ly (2Axg)
= (X2Av)g + 2Av (Lxg) — (Y2Ax)g — 2Ax (Lyg)
= (X2Xy)g + AMxx57 — (Y2Ax)g — AAxXvg
— (X2\y — Y2)y)g.

Esto muestra que co(7T'M) junto con el corchete de Lie configura un dlgebra de Lie.
Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Usando la férmula de Koszul, se tiene el siguiente

calculo

ZQ(VYXa Z) = Yg(X, Z) +X9(Yv Z) - Zg(Y,X) - g()/a [Xv Z])
—g(X, [K Z]) +g(Zv [YvX])
=g9(VxY - [X,Y], Z) +g(Y,VxZ - [X,Z]) + (Vv X, Z)

20



+9(X.VyZ=V,Y) — g(Y,VzX) - g(X, ;7))
=g9(VyX,Z) +g(Y,VzX)+9(Vy X, Z) — g(Y,VzX), (2.5)

(LXQ)(Y7Z) Cul"lx (Y,Z)

donde curlx es un campo (0, 2)-tensorial definido por (2.5)), y llamado el rotacional de X.
También, denotado por dX”, en donde b : X(M) — Q'(M) es una aplicacién dada por la
ecuacién X° = g(X,-), a menudo en la literatura denominada isomorfismo musical. Defina

un campo (1, 1)-tensorial antisimétrico G en M por
dX°(Y, Z) = 29(GY, Z). (2.6)

Proposicién 2.2.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, y X un campo vectorial conforme

con funcion potencial A. Entonces
VyX =AY + GY.
Demostracion. Como X es un campo vectorial conforme con funcién potencial A, se obtiene
(Lxg)(Y,Z) =2Xg(Y, Z), Y,Z € X(M). (2.7)

Utilizando (2.5)), (2.6]) y (2.7]), observe que

92Vy X, Z) = (Lxg)(Y, Z) + dX’(Y, Z)
=2\g(Y, Z) + 29(GY, 2)
= g(2\Y +2GY, Z).

Asi,
VyX = )\Y + GY.

O

Observacion. Utilizando la Proposicion se presenta una expresion del tensor de curvatura

de Riemann de la variedad Riemanniana (M, g), mediante el préximo calculo:

R(Y,Z)X = VyVzX - VzVy X — Vi X
— Vy(\Z + GZ) — V4 (\Y + GY) — \[Y, Z] — G([Y. Z))
— Vv (\2) 1V (GZ) - V2(Y) — V4(GY) — AV, 2] - G(IY, Z)
— Z(YA) £ A7 + Vy (GZ) — Y(ZX) — AV7Y — V4 (GY) — AV
—qaly, 7
=g(grad \,Y)Z + Vy(GZ) — g(grad A\, 2)Y —Vz(GY) — G(VyZ —V3Y)
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— g(grad \, Y)Z + Vy (GZ) — glgrad A, Z)Y — V4(GY) — G(Vy Z) + G(V5Y)
=g(grad \,Y)Z — g(grad A\, 2)Y + (VG)(Y, Z) — (VG)(Z,Y).

Asi pues,
R(Y,Z)X = g(grad \,Y)Z — g(grad X\, 2)Y + (VG)(Y, Z) — (VG)(Z,Y).
De la Proposicion [2.2.1] como G es antisimétrico
29(Ve, X, €i) = 2Mgii + 2 7€),
sumando para i € {1,...,n}, se tiene
div X

divX =nA = A= .
n

Por consiguiente, para un campo vectorial conforme X en una variedad Riemanniana cerrada

(M, g) con funcién potencial A, se obtiene por el Teorema de la divergencia:

/ Advg = 0.
M

Proposicién 2.2.2. Sea (M, g) una n-variedad Riemanniana cerrada y X un campo vectorial

conforme con funcion potencial X. Entonces

/ g(grad A\, X) dvg = —n/ M du,.
M M

Demostracion. Dado que div X = nA, usando div(AX) = X(\) + AdivX = g(grad \, X) +
Adiv X, se tiene
div(AX) = g(grad A\, X) + n)2.

W:/ g(grad)\,X)dvg—i—/ nA2dv,.
M M

/ g(grad A\, X) dvg = —n/ Mdu,.
M M

Luego,

Por lo tanto,

O

Para un campo (1,1)-tensorial T', se tiene | T||> = >, | Te;||?, donde e, ..., e, es una base

ortonormal de T, M.
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Proposicién 2.2.3 ([10, Lemma 2.4]). Sea (M, g) una n-variedad Riemanniana cerrada y X

un campo vectorial conforme en M con funcion potencial \. Entonces
/ Rie(X, X) = n(n — DA — |G| 2dv, = 0.
M

Corolario 2.2.4 ([I0, Corolario 2.5]). Sea (M,g) una variedad Riemanniana cerrada de
curvatura de Ricci negativa. Entonces no existe un campo vectorial conforme en M distinto de

cero.

Teorema 2.2.5 ([15, Teorema 2.14. Bochner-Yanol). Sea (M, g) una variedad Riemanniana
cerrada de dimension n > 2. St X es un campo vectorial conforme en M para el cual
Ric(X, X) <0, entonces X es un campo de Killing.

2.3. Campos vectoriales 2-Killing

Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Se dice que un campo vectorial X sobre M es 2-Killing
si satisface
LxLxg=0,

donde Lx es la derivada de Lie en la direccién de X en M.

Teorema 2.3.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Un campo vectorial X € X(M) es
2-Killing si, y sélo si para todo U € X(M),

R(X,U,U,X) = g(VuVxX,U) + |V X|J?,
donde R es el tensor de curvatura Riemanniano de M.
Demostracion. Como LxLxg es un tensor simétrico, se tiene que: para todo U € X(M)
LxLxg=0<x (LxLxg)(U,U)=0. (2.8)
Usando la definicion de la derivada de Lie de un tensor y , se sigue que

(LxLxg)(U,U) = Lx((Lxg)(U,U)) — (Lxg)([X,UL,U) — (Lx9)(U, [X,U])
=2(Lx(9(VuX,U)) = (Lxg)([X,U},U))
=2((Lxg)(VuX,U)) + g([X, Vv X],U) + g(VeXAXT]) — 9(Vix X, U)
— 9(VeX51XT]))
=2((Lx9)(VuX,U) +g(VxVuX,U) — g(VorxXU) — (Vv v X, U)
+ 9(VerxXU))
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(9(VouxX,U) +9(VuX,VuX) +g(VxVuX,U) = g(Vy v X, U))
(IVuXI|? + g(VxVuX,U) = g(Vix; X, U))

(Q(V[UXX U)+g(VxVuX,U) +||[VuX|J?)

(—9(R(U, X)X,U) + g(VuVx X,U) + |[Vu X|?)

2
2
2
2

De y teniendo en cuenta que
g(R(U,X)X,U)=R(U,X,X,U) =R(X,U,U,X),
se obtiene que X es un campo vectorial 2-Killing si, y sélo si
R(X,U,U,X) =g(VuVxX,U) + [|[VuX|J*

g

Observacion. Del siguiente cdlculo, se obtiene otra caracterizacién de los campos vectoriales
2-Killing

2R(X,U,X,V)=R(X,U+V,X,U+V) - R(X,U,X,U) - R(X,V,X,V)

= —9(VuvVxX,U+V) = Vo X[* + (Vo Vx X, U) + | Vo X|?
+9(VyVx X, V) + ||[VyX|?

= —g(VyVxX +VyVxX,U+V) = |[VuX + Vv X|?+g(VuVxX,U)
+ Vo X[+ g(VyVx X, V) + |[Vy X |2

= —g(VeVxXU) — g(VuVx X, V) = g(VyVx X, U) — (V<X V)
— INeXT? = 29(Vu X, Vi X) — |V XT7 + g(Ve VX U) + | No X
+ (VXX V) + [ X

—(g(VUVXX, V) + g(VVVXX, U) +29(Vy X, VvX))
Por lo tanto,
—QR(X, U X, V) = g(VUVXX, V) + g(VVVXX, U) + 29<VUX, VvX)

Al igual que en el Teorema de la seccién en una variedad Riemanniana cerrada

(M, g) la clase de campos vectoriales 2-Killing que satisfacen
Ric(X, X) <0,

donde Ric es el tensor de Ricci de una variedad Riemanniana (M, g), es exactamente el

conjunto de campos paralelos.
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Teorema 2.3.2. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada, y X un campo vectorial

2-Killing en M. Si Ric(X,X) <0, entonces X es un campo vectorial paralelo.

Demostracion. Seap € M y eq,...e, una base ortonormal en 7, M. Del Teorema se sigue
que: para todo i € {1,...,n}

R(X> eiaeiaX) = g(v&;vXX’ ei) + ||v6r)(||2
Sumando para i € {1,...,n}, se obtiene
Ric(X, X) = div(Vx X) + tr(|VX|?).

Ahora, integrando en la variedad Riemanniana cerrada M y usando el Teorema de la divergencia,

/ Ric(X,X)dUQZWJr/ (VX% dg
M M

= [ (19X do,
M

se tiene

Dado que Ric(X,X) <0y tr(||VX]?) > 0, implica que

Ric(X, X) =0,
y
2
([ VX|2) = o.
Esta ultima ecuacién implica que X es un campo vectorial paralelo. O

Teorema 2.3.3. Sea (R",(,)) la variedad Riemanniana euclidiana. Un campo vectorial
X = X19; en R"™ es 2-Killing si, y solo si para todo i € {1,...,n},

0iX'0,X7 + 0, X'0 X"+ X', X7 + 9;X") +2) 9 xF0,X* = 0.
k=1

Demostracion. De la observacién de esta seccidén, se obtiene que X es un campo vectorial
2-Killing si, y s6lo si para todo U,V € X(M),

(VUVXX, V> + <Vvva, U> + 2<VUX, VVX> =0.
Equivalentemente, para todo i,5 € {1,...,n},

<VaiVXX, 8j> + <VajVXX, 8,> + 2<VaiX, Van> = 0.
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Como los simbolos de Christoffel son cero, implica

(Vo,VxX,0;) = 0;(VxX,0,),

(Vo,VxX,8;) = 9;(VxX.0,).
Por consiguiente,
0i(VxX, (9j> +0;(VxX, 0i) +2(Vy, X, Van>
= 0i(X 0 X7)) + (X (@ X)) +2) 0, XFo,x*
k=1
= 0:X'0,X7 + X'0,0X7 + 9;X'0X" + X'9;0X" +2)_ 9, X*0,x*
k=1
=0, X'0.X7 + 9;X'0.X" + X'0/(0, X7 + 0, X") +2) 9, X*9; X*.
k=1

O
Observacion. Si bien, los campos vectoriales de Killing forman un dlgebra de Lie, los campos
vectoriales 2-Killing y a fortiori los campos n-Killing no necesariamente forman un dlgebra de
Lie, pues no estan cerrados bajo corchetes de Lie, a menos que hayan algunas restricciones.

2.3.1. Relacién con campos vectoriales monétonos

Sea (M, g) una variedad Riemanniana, y 7 : (—€¢,e) — M cualquier geodésica. Un campo

vectorial X sobre M se dice que es monétono si la funcién ¢} : (—¢,e) — R dada por

Ox (t) = g(X(v(1)), 7 (1)),

es mondétona. Si }( es una funcién creciente o decreciente, el campo vectorial X se denomina

campo vectorial creciente o decreciente, respectivamente.

Lemma 2.3.4 ([5, Teorema 1.1]). Sea (M,g) una variedad Riemanniana y X un campo
vectorial en M. Se dice que X es creciente (decreciente) si, y sélo si para cualquier campo

vectorial suave Y € X(M), se sigue
g(VyX,Y)>0(L0).

Teorema 2.3.5. Sea (M,g) una variedad Riemanniana y X € X(M) un campo vectorial
2-Killing, con la propiedad de que Vx X es un campo vectorial creciente. Si existe un punto

p € M y un vector tangente v € T,M, v # 0 de modo que R(X,,v,v,X,) <0, entonces
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i. VoX =0y R(X,,v,v,X,) =0.
1. El campo vectorial Vx X no es estrictamente creciente.

Demostracion. Debido a que X es un campo vectorial 2-Killing, para todo U € X(M), se tiene
R(X,UU,X) =g(VuVxX)+ ||VuX|?
Suponiendo que existe un punto p € M y un vector tangente v € T, M, v # 0, tal que
R(Xp,v,v,X,) <0. (2.9)

De esta manera

R(X,,v,v,Xp) = g(V,VxX,v) + [V, X2

Luego,
IV X|* = R(Xp,v,v, Xp) — g(Vo Vx X, ). (2.10)

Como Vx X es un campo vectorial creciente, usando el Lemma se sigue que
9(V,VxX,v) > 0. (2.11)

Las relaciones (2.9)), (2.10) y (2.11)) implican que
IV, X|I?’=0 & V,X =0,
pues ||V, X||? > 0 y la métrica g es no degenerada. Asi,

R(Xp,v,v,X,) =0

g(vaXX, U) == O.
Por lo tanto, Vx X no es un campo vectorial estrictamente creciente. ]

Teorema 2.3.6. Sea (M, g) una variedad Riemanniana con curvatura seccional negativa y X

un campo vectorial 2-Killing en M. Entonces

1. VxX es un campo vectorial decreciente.

1. Si la curvatura seccional es estrictamente negativa y Vx X no se anula en M, entonces

VxX es un campo vectorial estrictamente decreciente.

Demostracion. i) Dado que X es un campo vectorial 2-Killing, se tiene
R(X,U,U,X) = g(VuVxX) + |[VuX]|?>
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Luego,
9(VuVxX)=R(X,U,U X) - |VuX|>*

Como (M, g) es una variedad Riemanniana con curvatura seccional negativa, para todo
UeX(M),
g(VuVxX,U)=R(X,U,U,X)— |VuX|?<o0. (2.12)

Por el Lemma Vx X es un campo vectorial decreciente.

i1) Suponga que la curvatura seccional es estrictamente negativa, el campo vectorial Vx X no
se anula en M y Vx X no es estrictamente decreciente, entonces existe un punto p € M y un

vector tangente v € T, M, tal que
9(V,VxX,v)=0.

Por ([2.12)), esto implica que
R(Xp,v,v,X,) =0 (2.13)

VX = 0. (2.14)

Dado que la curvatura seccional es estrictamente negativa y X, no se anula en M, entonces
(2.13) implica que X,, y v son colineales, i.e., para todo a € R*,

v = aX,,

utilizando ([2.14), se sigue que Vx, X = 0, esto no puede ocurrir, pues se supuso que VxX no
se anula en M. Por lo tanto, Vx X es un campo vectorial estrictamente decreciente.
O
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Capitulo 3
Aplicaciones a solitones de Ricci

El objetivo de este capitulo es dar una relacién entre los campos geométricos vistos y ciertas
soluciones particulares del flujo de Ricci. En la seccién [3.1]se introduce la nocién de flujo de Ricci,
para posteriormente estudiar las denominadas soluciones autosimilares o equivalentemente
solitones de Ricci. Para el estudio de estos conceptos, se tuvo en cuenta las referencias [6],
[13], [16], [17] y [18]. Luego, en la seccién [3.2|los autores de [4], realizan una generalizacién de
solitones de Ricci, que se utiliza en este capitulo para relacionarla con los campos vectoriales 2-
Killing y campos conformes. Adicionalmente, estas nociones permiten definir una generalizacién

natural de la métrica de Einstein.

3.1. Definicién y propiedades

Dada una familia de métricas suaves de un parametro ¢(f) en una n-variedad Riemanniana
M, definida en un intervalo de tiempo I C R, la ecuacion del flujo de Ricci con valor inicial

go = g(0) esta dada por la siguiente expresién

gtg = —2Ric.
Observacion. El lector puede probar que bajo el flujo de Ricci, los simbolos de Christoffel
estan dados por
%Ffj = —g"(ViRji + V;Rij — Vi Rij).
Y si (M, g(t)) es una solucién del flujo de Ricci, entonces

0
a(Ag(t)) = 2Rij : VNJ-,

en donde A, es el operador de Laplace actuando sobre funciones.

Hamilton demostré que para cualquier métrica suave gy en una n-variedad cerrada M,
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Figura 3.1: Algunas etapas del flujo de Ricci de la n-esfera

existe una tnica solucién g(t), t € [0, €) a la ecuacién del flujo de Ricci para algin € > 0, con
go = g(0). Por otra parte, una variedad Riemanniana (M, g) es un punto fijo del flujo de Ricci
si, y s6lo si la variedad es Ricci plana (i.e., el tensor de curvatura de Riemann se anula de
forma idéntica). Existe una clase mas amplia de soluciones que pueden considerarse como

puntos fijos generalizados, se denominan soluciones autosimilares o solitones de Ricci.

Definicién 3.1.1. Sea (M, ¢g(t)) una solucién del flujo de Ricci en un intervalo de tiempo
(a,b) que contiene cero, y considere gy = g(0). Se dice que g(t) es una solucién autosimilar del

flujo de Ricci si existen escalares o(t) y difeomorfismos v, de M, tal que

9(t) = o (t)¢r (90),
para todo t € (a,b).

La Figura representa el flujo de Ricci de la n-esfera, donde g(¢) es una solucién
autosimilar. Observe que la esfera no cambia de forma, pero si de tamano.
Ahora, sea (M, go) una variedad Riemanniana fija. Suponga que existe una constante \ y

un campo vectorial completo X en M (i.e., el campo X genera un flujo global), tal que
— 2Ricg, = Lxgo + 2Ago- (3.1)

En este caso, se dice que gg es un solitén de Ricci. Tenga en cuenta que, si X es un campo
vectorial de Killing, entonces un soliton de Ricci es simplemente una métrica de Einstein, y se
dice que el solitén es trivial. Por consiguiente, cualquier solucién de , se puede considerar
como una generalizacién de métrica de Einstein. Dado que se asume que V es la conexién de

Levi-Civita (y en particular V es libre de torsién, que implica que el Hessiano de una funcién
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es simétrico), si X es un campo vectorial gradiente de una funcién suave —f en M, entonces
(3.1) toma la siguiente forma

Hess f = Ric+ Mg,

y se dice que gg es un solitén de Ricci gradiente. También, se dice que el solitén de Ricci

gradiente es trivial cuando f es constante y g es Einstein.

Por otra parte, para un campo vectorial X de solitéon de Ricci general, se tiene la siguiente
férmula

LxS = |Ric|* + AS — 2\S,
en donde A es el operador Laplaciano y S es la curvatura escalar [16].

Lemma 3.1.2. Sea ¥ el flujo generado por un campo vectorial X en M. Para cualquier campo

tensorial covariante T en M, se tiene

vi(ext) = (i)

t=s

Demostracion.

—0 t
= v < t )
t—0 t
o YD) — ()
t—0 t

O

Proposicién 3.1.3. Si (M, g(t)) es una solucion del flujo de Ricci tomando la forma de
solucion autosimilar, entonces existe un campo vectorial X en M tal que (M, go, X) resuelve
. Por el contrario, dado cualquier solitén (M, go, X) de , existen familias de escalares
de un parametro o(t) y difeomorfismos 1, de M tal que, (M, g(t)) se convierte en una solucion

del flujo de Ricci cuando g(t) estd definido por la forma que toma la solucion autosimilar.

Demostracion. Suponga que (M, g(t)) es solucién del flujo de Ricci tomando la forma de

solucién autosimilar. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que o(0) = 1y 19 = idyy.
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Entonces se tiene

) 0
—2Ricy, = ag(t) ‘t:o
d . d X
== | o (g0 + 007 | i)

= U(O)QO + LYogou

en donde Y; es la familia de campos vectoriales que generan los difeomorfismos 1 (i.e. para
cada t, se tiene que vy es el flujo de Y};). Esto implica que gg satisface 1} tomando A = %d’(O)
vy X =Y.

Por el contrario, suponga que gg satisface (3.1)). Defina
o(t) =14 2Xt,

y defina una familia de campos vectoriales de un pardmetro Y; en M por

a(t)

Ahora, defina una familia de métricas suaves de un pardmetro en M por

9(t) = o(t)y; (g0)

en donde v; denota los difeomorfismos generados por la familia Y;, con g = idys. Observe
que g(t) toma la forma de solucién autosimilar. Considerando el Lemma se obtiene el

siguiente cédlculo

o d d

50— £¢;(go) +o(t) 7 (90)
d

= “20i (90) + o (O] (Lyigo)

= 2X( (90) + (1 + 2M) 5 (L, 90)

1 2t
Wi (90) + 7oy ¥ (Lxgo) + 755 % (Lxgo)
= 1/}?(2)\90 + »CXQO)-
Por (3.1)), esto implica que
0 . : .
ke Y{ (—2Ricy,) = —2Ric,.
Por tanto, g(t) es una solucién del flujo de Ricci. O
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3.2. Relacion con campos vectoriales 2-Killing y conformes

Sea (M, g) una n-variedad Riemanniana, X un campo vectorial conforme en M y A\ una
constante, tal que estos ingredientes satisfacen (3.1). Tomando traza a ambos lados de (3.1),

se tiene que

S = An —div X,
en este caso
S +divX
A= —————
n

Proposicién 3.2.1 ([17, Lemma 5.2]). Si X es un campo vectorial conforme con Lxg = 2\g,

entonces la formula

LxRic=—(n—2)HessA —A\X-g (3.2)
se cumple, y para n > 3 las siguientes condiciones son equivalentes
i. LxRic = pg para una determinada funcion p.
i1. grad(div X) es conforme.

Definicién 3.2.2. Sea (M, g) una n-variedad Riemanniana (n > 2). Se dice que (g, X, p, 3)
es un solitén de Ricci generalizado si la métrica Riemanniana, el campo vectorial X y las

funciones suaves u y 8 satisfacen las siguiente ecuacién

1 .
3£x9 + pRic = fy, (3.3)

en donde Lxg es la derivada de Lie en la direccion de X de la métrica Riemanniana g, y Ric

es la curvatura de Ricci de g.

Dado (M, g) una n-variedad Riemanniana. Suponga que (g, X, i, 3) es un solitén de Ricci
generalizado, en donde X es un campo vectorial 2-Killing y conforme con funcién potencial A
en M. Se toma la derivada de Lie en la direccién de X a ambos lados de (i3.3])

1 .
Lx (2£Xg> + LxpRic = LxfBg.
Es natural considerar la siguiente generalizacién de métrica de Einstein
LxpRic = Lxpyg.

Implica que
(Xp)Ric+ ulxRic = (XB)g + 2\fg. (3.4)
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Usando (3.3)), se tiene que

, 1
pRic = Bg — iﬁxg

=B9—Ag
= (B—=Ng-
para u # 0, se obtiene
Ric = <5;/\) g. (3.5)

Ahora, se remplaza (3.2)) y (3.5 en (3.4))

(Xn) <5;A> g+ p(—(n—2)Hess A — AX- g) = (XB)g + 2ABg,

tomando traza (tenga en cuenta que Af = tr(Hess f), donde f es una funcién suave en M), se

tiene
(X ) (6;)\) n+ pu(—(n —2)Hess A — AX - n) = (XB)n + 2\fn.
Luego,
(2(” = 1>> A=t <Xﬂ Foaag - (xR A) .
n u [

Si By w son constantes, entonces
—2(n—1
((n)) A\ = %/\_
n K

np
pu(l—n)"

Se concluye que A es un vector propio del operador de Laplace con valor propio
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Capitulo 4
Ejemplos

A continuacién, se presentan ejemplos de las nociones introducidas en los capitulos anteriores.
Primero, se prueban con célculos sencillos que los campos de rotacion en coordenadas polares
y en coordenadas esféricas son de Killing. Luego, se toman dos ejemplos de [5] y se analizan,
de forma que se generaliza uno de ellos (esta generalizacién no se encuentra en ninguna de
nuestras referencias, por lo cual podria ser nuevo). Con estos ejemplos, se llega a la conclusién
de un teorema presentado en [14] y se desarrolla la prueba. Para finalizar, se extraen ciertos
ejemplos de interés de [6], [13] y [4]. También se desarrolla un ejemplo de un campo vectorial
2-Killing cuya métrica es de Einstein (este ejemplo no se encontré en ninguna de nuestras

referencias).

4.1. Campos vectoriales de Killing

Ejemplo 2. Sea R? junto con la métrica estdandar ¢ = dz? 4 dy?. Restringiendo al dominio
adecuado R?\ {(,0) € R? : x < 0}, se puede reescribir usando coordenadas polares = = r cos 6,

y = sin 6, entonces dx = cos Odr — rsin 0df, dy = sinOdr + r cos 6df. Por lo tanto,

g = da® + dy?
= (cos? Odr? + r? sin® 0d6? — 2r sin 0 cos Odrdh)
+ (sin? dr? 4 1% cos? 0df? + 2r sin 0 cos Odrde)
= dr? + r*d6*.

Se prueba que 0y es un campo vectorial de Killing como sigue:
1 0 i 1 0
1= J1 — )
[QU] <0 7"2) Yy [g ] <0 7}2>
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Se calcula
(‘Caeg)(X)Y) = g(vXaevy) + g(VYaQ,X)7

en donde X,Y € , tal que X = -+ hy ¥ = -+ p. De esta manera
donde X,Y € X(R?), tal X=X"04+X%yyY =Y"0,4+Y%,. D
Vx0p = Vxrg, 1 x00,00 = X"Vo,09 + XV ,0p.

Luego,
Vo,0 = Tydy = Tg0y + T2y,
por (1.4, se obtiene

r

1
o = §grl(ar99l + 09 gr1 — O19r09)

1, 1
=59 "(Orgor + OoGrr — Orgra) + ~ 9" (91900 + Dagre — ogro)

2
=0
y
o 1 g
Ly = 29 (Org01 + Oagri — O19ro)
1 1
= 79074(8 09rr — argrﬁ) + 5909(ar900 + 8997'9 - 8097"0)
11
=520
_ 1
=

Por consiguiente,

1 1
V.00 = 0+ —0g = —0p.
T T

De la misma manera,
l 0
Vag 80 - Fgeal == 5987» + Fgeag,

donde

‘A

1
09 = 59”(39991 + Opgor — O1900)

1 1

= 59”(@)9& + Dager — Orgee) + =9"° (0 9966 — 09966
1

= 5(_8TT2)

=—r

36



1
Ty = 5991(30991 + Opg61 — 01960)
_ Lo o Oan. — 1 99 P Soan — B
=59 (Ovgor + Ongor — Orgos) + 59 (Osg00 + 09906 — 09 906)

=0.
Sustituyendo, se tiene
VQeag = —1r0; + 00y = —10,.

Asi,
1
V0 = X’“;ag — X%,

Andlogamente,
Vyag == erar_i_yeaoag
= YTVarag + YGVae Op

1
=Y 28y — Yr0,.
r
Por 1ltimo, se sigue que

(Lo, 9)(X,Y) = g(Vx0p,Y) + g(Vy0s, X)
1 1
= g(Xr;ag — X%8,, Y0, +Y%8y) + g(Yr;Bg — Y%, X"0, + X%8y)

1 1
= g(X"=85Y70,) + g(X" 0, Y '0p) + 9(=X"r0,,Y"0r) + g(=X 05 Y 5y)
1 1
+ gV =05 X70,) + g(Y" 09, X"0p) + g(=Y 10, X"0;) + g(=Y2r0 X p)
1 1

= XT;YGQQB - XQTYTQTT + YT;XHQGQ - YGTXTQT’T
=X - XY + XY - XY
=0.

Que es lo que se esperaba.

Ejemplo 3. Considere el domino en R?, {(¢,0) e R?: 0< ¢ <27, 0< 6 <7}y R3 con la
métrica estandar g = da? + dy? + dz?. En coordenadas esféricas & = sin  cos ¢, y = sin @ sin ¢,
z = cosf, en donde dr = cosfdfcos¢ — sinfsinpdp, dy = cosfdf sin ¢ + sin 0 cos pdo,

dz = —sin 0df. La métrica toma la siguiente expresion,

g = da? + dy® + dz?
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= cos? 0db? cos® ¢ — 2 cos O si sin pdfde + sin? 0 sin? pdp>
+ cos? 0dO? sin? ¢ + 2 cos O si sin pdfd¢ + sin? 0 cos? pd >

+ sin® 0dp?
= d6? + sin® 0d¢>.

<|> o

Figura 4.1: La métrica Riemanniana g es invariante bajo el flujo de J4

Se prueba que d, es un campo vectorial de Killing como sigue:

1 0 . 1 0
P — Ly — .
[gw] <0 sin? 9) ! [g ] (O sin12 9)

(Lo,9)(X,Y) = g(Vx04,Y) + g(Vy Oy, X),

Se calcula

en donde X,Y € X(R?), tal que X = X?9, + X009y Y = Y %9, + Y?9,. Realizando un simple

calculo como en el ejemplo anterior, los simbolos de Christoffel en la 2-esfera estan dados por

0 _ ¢ _ ¢ _ 1o _
Fee—o, F¢¢—0, F0¢—F¢9—C0t0,
Fg,d) = —sinf cos ¥, Fge =0, I‘z¢ = Fg)e =0.
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Por lo que,

Vix0s =V xop,4x00,00
= X¢Va¢a¢ + X9V398¢
= X¢Pf¢,¢8l + X9P§¢8k
= XO(T%,05 + T%400) + X*(T,05 + T§,0)
= X‘f’(— sin 0 cos 00y) + Xe(cot 60,)

Vy 8y = Y?(—sinf cos09p) + Y (cot 09,).
Luego,
(Lo,9)(X,Y) = g(Vx0y,Y) + g(Vy 9y, X)

= g(X? cot 005 — X ? sin 0 cos 09y, Y20, + Y?0p)
+ g(Y? cot 00, — Y sin 6 cos 039, X?0 + X90p)

= g(X" cot 00y, Y 0,) + g(X? cot 985,77 Dp) — g(X?si 5, Y %0,)
— g(X?sin 6 cos 09, Y?0) + (Y7 cot 095, X99,) —i—M

—g(Y?si B, X 203) — g(Y? sin 6 cos 09y, X90p)

= X% cot 9Y¢g¢¢ — X?sinfcos0Y?gg + Y? cot 9X¢g¢¢ —Y?sin6cos X ggg
= XV9cosFsin 6 — XY cosOsin 0 + X2V ecosBsin g — X ¥ ecossin O

= 0.

Que es lo que se esperaba (ver Figura [4.1)). El lector puede mostrar que los siguientes campos

vectoriales también son de Killing

§1 = cos ¢p0y — cot 8 sin @0y
§2 = —sin g0y — cot 0 cos ¢p0.

Observacion. Los campos vectoriales de rotacién en todas las superficies de revolucién son de
Killing.
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4.2. Campos vectoriales 2-Killing y conformes

Ejemplo 4. Sin =1, entonces cualquier campo vectorial viene dado por X = @%, donde ¢ es

una funcién diferenciable. Un campo vectorial 2-Killing en R satisface

o = —2(¢")%. (4.1)

Una clara solucién a esta ecuacion es ¢ = €', C' = constante. Otra solucion se tiene mediante

el siguiente cdlculo: realice la sustitucion u = ¢’ = u' = ¢” en (4.1)), entonces

du

— +2u* =0.
tpdt+ U

Teniendo en cuenta que
du dudp du
_——=——_— = 7’[,[/’
dt dpdt dy
se sigue

d
(p—uu +2u? =0.
dep

Esta EDO es facil de resolver, pues es separable

dp d
2% =% o _oln(y) +C = In(u).
(2 u

Asi,
_ 2
u=¢ “C.

Dado que se tomé u = ¢/, se obtiene

dp -2
— C.
a7

Nuevamente, esta EDO es separable
Cdt = p2dp = ¢ = (At + B)3.

Por lo tanto, se tienen los siguientes campos 2-Killing

d
XeXR), X=Cr

X € X(R\ {~B/A)}), X = (At+ B)3

=

Ejemplo 5. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y X un campo vectorial de Killing para g.
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Si f: M — R es una funcién estrictamente positiva en todo p € M, entonces X es un campo
vectorial conforme para f(p) - gp.

2

Ejemplo 6. Sea X = x%(?l + yééb un campo vectorial en (R*)?, se calcula LxLxg como sigue

Lxg=Lxdr®dxr+dy® dy
= (ﬁde) R dx + dx ® (ﬁxd$) + (Exdy) Qdy + dy ® (,dey)
=2(Lxdx) ® dr + 2(Lxdy) ® dy
=2(d(Xz) ®dr+ d(Xy) ® dy)
= 2(d((30y + y39)a) @ da + d((«501 +y5da)y) ® dy)
2(d(x%) © da + d(y%> ® dy)
T 3d:n®dx+ 3y 3dy®dy
Luego, se calcula nuevamente la derivada de Lie de la expresién obtenida
2 2 2 2
Eng_%d:r ® dx + gy_%dy ®dy = X(gm_%)d:r ® dx + gx_%/:xdx ® dx
2
xX(Z
+ (3
= (230, + ygaQ)(gx 3)dr ® do + 3x_§(2d(

2
_%)dy ® dy + gy_gﬁxdy ® dy

OJ\»—-

) ® dx)

2

2 2 1
(x381+y382)(3y 3)dy ® dy + 3V 5(2d(y5) @ dy)
4
W+M—W

=0.

Este es un ejemplo de un campo vectorial que no es Killing, pero si es 2-Killing, Adem4s, se

puede generalizar para cualquier n tomando X = (x Z)%(‘)

Ejemplo 7. Sea X = = 381 +y 382 un campo vectorial en (R*)?, y g = 2*dr @ da +
y**tldy @ dy. Se calcula LxLxg como sigue

Lxg = Lxz"dz @ de +yFHdy @ dy
= Lxz"dz @ de + Lxy™ dy ® dy

k+3 k+3
x3k< ;_ >dw®d:c+y3 (;)dy®dy.
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Nuevamente, se calcula la derivada de Lie

k k k
[,X:c% (;—3) der ® dz + y% (;3) dy ® dy = [,Xx% (;3> dr ® dz
k

+ EXy% <;;3> dy ® dy.
2k% + 6k _s=5 2k + 6k 4=5

= €T 3 — €T 3

9 9
. 2k? + 6k =T 2k? + 6k =3
—9 Y =9 Y
= 0.
Este es otro ejemplo de un campo vectorial 2-Killing que no es Killing. Ademaés, se puede

generalizar para cualquier n, tomando X = (mi)_g(?i y 9= (") dz; ® dv;, con k # —3. Y
generaliza el Ejemplo [6]

Como se observa en los ejemplos anteriores, no todos los campos vectoriales 2-Killing son

Killing. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado

Teorema 4.2.1. Suponga que X es un campo vectorial conforme con funcidn potencial X
en una variedad Riemanniana cerrada (M, g) con dimension n > 2. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes
1. X es un campo vectorial de Killing.
1. X es un campo vectorial 2-Killing.

Demostracién. Sea X un campo vectorial conforme y 2-Killing, i.e., existe A € C°°(M) con
A = div X/n, tal que
Lxg=2\ y LxLxg=0.

Observe que
0=Lx(Lxg)
= Lx(2Ag)
= (X2)\)g + 2\ (Lxg)
= (X2)\)g + 4)\%g
= (X2 +4)\?)g.

Implica que X\ = —2)2. Usando div(AX) = X (\) + Adiv X, se tiene que

div(AX) — A div X = —2)2.
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Sustituyendo A, se obtiene

. ) )

div (leX -X) B divc X _ _2d1V2X
n n n

Luego,
1 2
~(div(divX - X) — divZ X) = —— divZ X.
i ) )=

Asi

div(divX - X) = <1 - 2) (div X)2.

n

Integrando sobre M, se tiene

/M (1 — i) (div X)2dv, = 0.

Por lo tanto div X =0 = X es de Killing. 0

4.3. Solitones de Ricci

Ejemplo 8. Al cambiar la escala, se puede suponer que A € {—1,0,1} en . Estos tres casos
corresponden a solitones que se contraen, se mantienen estables y se expanden, respectivamente.
En el espacio Euclideano, junto con la métrica estandar (R™, g), como la métrica es plana, la
solucion trivial de obtenida al tomar X = 0, se puede considerar como un solitén de Ricci
estable. Pero también se puede considerar como un solitéon de Ricci gradiente en expansién,

llamado el soliton de Gauss, tomando A = 1 y eligiendo la funcién potencial

fla) = laf

Ejemplo 9 (Solitén de contraccién del cilindro). Considere el producto de la esfera que

se contrae con una linea: (S"~! x R, g(t)), t € (—00,0), n > 3, donde
g(t) = 2(n — 1)|t|ggn-1 + dr.

Su tensor de Ricci estd dado por

1 1,

Ric(g(t)) = (n — 2)ggn—1 = mg(t) - mdr

Si se toma )

f(67rut) = ﬁ, 0 c Snil, reR, t <0,
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se tiene entonces que

1
Ric(g(t)) + Hess f(t) + 279(75) = 0.
Por lo tanto, ¢(t) es un solién de Ricci gradiente.

Ejemplo 10. Sea X un campo vectorial conforme no trivial en una n-variedad de Einstein

(M, g). Entonces se tiene
S
Lxg =2\, Ric=—g.
n

Y por consiguiente, para una funcién suave p en M, se tiene
1 .
§Exg + pRic = By,

donde 8 = A+ %uS’. Por lo tanto, (g, X, i, 8) es un solitén de Ricci generalizado en M.
Ejemplo 11. Sea g = 3(z +y)?(dz? + dy®) una métrica Riemanniana y X = (v +y)~1(9, + 9y)

en R2. Entonces X es 2-Killing y g es una métrica de Einstein.

Ejemplo 12. Sea g la métrica Riemanniana en coordenadas esféricas presentada en el Ejemplo
y X un campo vectorial en el dominio {(¢,0) € R?:0 < ¢ < §—¢, paraalgin e >0, —7 <
0 < r}, dado por

(—10cos ¢ + (34 + 2 cos 2@5)%) sin ¢

X(0,0) = 2+ 6 cos2¢

3¢ + 00y.

Se verificé de forma computacional que

(=3 +cos2¢ + 23 cos ¢ (17 4 cos 2¢)%)g

E =
X9 1+ 3cos2¢
divX —3 + cos2¢ + 23 cos ¢ (17 + cos 2¢)%
1 =
v 1+ 3cos2¢

div(divX-X) =0
EXEXg =0.

Por consiguiente, X es un campo vectorial 2-Killing y conforme. Sin embargo, no es un campo
de Killing. Ademads,

%1 —l—l-7C082¢+2%COS¢(17+C082¢)%
R 2 + 6 cos 2¢

es un solitén de Ricci generalizado.
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