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Capitulo 1

Introduccion General

1.1. Introduccién

En la actualidad, las aplicaciones de los satélites artificiales son numerosas: telecomuni-
caciones, meteorologia, investigacion cientifica, espionaje, y otras varias. Dependiendo de la
tarea para la cual son diseniados, estos objetos pueden ser muy diferentes unos de otros. Pue-
den encontrarse a tan s6lo 200 km de la superficie terrestre o pueden estar a mas de 40.000
km; pueden ser muy pesados, como la estacién espacial internacional, o muy ligeros, como los
llamados pico-satéiltes. De cualquier manera, sin importar todas estas diferencias, las leyes
fisicas que rigen el movimiento de estos cuerpos en el espacio son siempre las mismas.

La importancia de un adecuado disefio de los sistemas que van a bordo del satélite es
alta, pues resulta dificil y costoso corregir un error después de que la nave se encuentre en el
espacio. Sin restar importancia a los demaés sistemas, el control de la érbita y de la orientacién
del satélie es fundamental en cualquier tarea que se le asigne. Errores en el seguimiento de la
6rbita correcta pueden originar un fracaso en la misién y una orientacién errénea puede llevar
a un exceso de rozamiento atmosférico o a una inadecuada absorcién de enrgia solar, causas
que reducirfan la vida 1til de la nave.

Los satélites de orbita baja (Low Earth Orbiters, LEO) son vehiculos ubicados en 6rbitas
casi circulares, con altitudes comprendidas entre los 300 y 1500km [1]. Gracias a su baja
altura se requiere poca potencia para llevarlos hasta su érbita, hecho que los convierte en
el tipo de nave méas comtUnmente hallado alrededor de la tierra. Puesto que a la altura a
la. que suelen ubicarse la densidad de la atmosfera aiin es apreciable, estos satélites se ven
bastante afectados por rozamientos aerodindmicos que influyen tanto en su érbita como en
su orientacién. Estas perturbaciones son préacticamente imposibles de predecir debido a que

las condiciones atmosféricas cambian continuamente. Por ello, cuando se disefia un sistema de
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control para esta clase de vehiculos, deben tenerse en cuenta dindmicas no modeladas, errores
parameétricos, vibraciones y diversos factores externos, por lo cual no es apropiado hacer uso

de técnicas de control que no consideren estas perturbaciones o factores desconocidos.

FEl punto de partida en el diseno de cualquier controlador es la obtencién de un modelo
matematico del sistema. Para esto, cuando se trabaja con satélites, el movimiento total se
descompone en una traslacion de su centro de masa, que corresponde al recorrido orbital,
v una rotacién alrededor de este punto, correspondiente al problema de orientacién. Esta
descomposicién permite generar dos modelos diferentes y practicamente desacoplados, y atacar

los dos problemas por separado.

Para la obtencién del modelo orbital suele utilizarse la representacion vectorial tradicional
de la mecanica newtoniana, ya que se puede tratar como el movimiento de una particula. El
modelo de orientacién mas extendido se basa en el empleo de la matriz de cosenos directores

[2L[3] ¥ su evolucion temporal.

Existe, sin embargo, otra forma de modelar las rotaciones en el problema de orientacién y es
utilizando cuaterniones, un conjunto numeérico introducido por Sir William Rowan Hamilton
[4,5] cuando buscaba extender el concepto de namero complejo a méas de dos dimensiones.
Estos elementos, a pesar de haber sido bastante aceptados originalmente por la comunidad
cientifica de la época (Maxwell, por ejemplo, utilizé6 cuaterniones para presentar su teoria
electrodinamica original [6]), durante la primera mitad del siglo XX se perdi6 interés en ellos

al desarrollarse el analisis vectorial y matricial.

No obstante esto, en la segunda mitad del siglo XX empezaron a aparecer varias aplica-
ciones de los cuaterniones, en diversas ramas de la ciencia y la ingenieria. Por la eficiencia
con la que pueden utilizarse para representar rotaciones, han sido muy utilizados para defi-
nir la orientacién de cuerpos en el espacio y en aplicaciones de realidad virtual y animacién
tridimensional [2]|. La representacion de rotaciones en el espacio tridimensional mediante cua-
terniones es computacionalmente mas eficiente, tanto en espacio de almacenamiento requerido
como en numero de operaciones necesarias, que la representaciéon mediante matrices que se em-
plea comtinmente [2,3]. Ademas de esto, la representacion de rotaciones con matrices presenta
ambigiiedades cuando se analizan rotaciones sucesivas, problema que el uso de cuaterniones

elimina completamente.

Estos dos puntos ilustran las ventajas de emplear cuaterniones en la formulacién de mo-
delos para la dindamica de orientacidon de un cuerpo en el espacio. Formular el modelo orbital
utilizando la misma técnica permite unificar las expresiones y simplificar el disefio del sistema

de control. Estas ventajas son las que se busca explotar en el proyecto propuesto.

Este documento refleja los resultados de un proceso de investigacion centrado en el mode-

2



1.2. Antecedentes

lamiento y control de satélites de 6rbita baja. El trabajo de investigaciéon propuesto se centrd
en la formulacién de un modelo genérico para la dindmica orbital y de orientacién de un LEO
v en la sintesis de un sistema de control robusto para el mismo, utilizando como principal
herramienta matematica los cuaterniones. Tanto el modelo como el sistema de control fueron

validados mediante el desarrollo de un simulador basado en MATLAB.

1.2. Antecedentes

El principal objetivo propuesto consistié en el empleo de cuaterniones para el desarrollo de
estos modelos, queriendo abordar algunos temas poco tratados anteriormente en la Pontificia
Universidad Javeriana: a parte del trabajo de grado de la maestrfa en hidrosistemas de Jor-
ge Escobar [7], quien emple6 cuaterniones para modelar el comportamiento dindmico de los
fluidos, y de la experiencia del profesor Luis D. Prieto, quien en su tesis de doctorado [1,[8.|9]
trabajo en el modelamiento y control del satélite GOCE [10H12| de la Agencia Espacial Europea,
no existen en la PUJ trabajos previos que aborden alguna de estas dos areas.

A nivel mundial, sin embargo, son miltiples los trabajos que se encuentran en estos dos
campos. Como ya se meciond, los cuaterniones han encontrado gran cantidad de aplicaciones
en fisica e ingenierfa, especialmente cuando se trabaja sobre aspectos geométricos de espacios
tridimensionales [2]|. La literatura sobre control de satélites es copiosa, pues este campo se ha
desarrollado de manera bastante rapida durante los tltimos 50 anos [3].

Los trabajos en los que se fusionan las dos areas, es decir, aquellos en los que se utilizan
cuaterniones para expresar la dindmica de naves espaciales y sintetizar leyes de control para
las mismas, también son variados, pero en casi todos se utilizan cuaterniones en el problema
del control de la orientacién de los satélites, en donde el movimiento es rotacional, dejando
el problema traslacional para ser trabajado con anélisis vectorial tradicional [2}|13H15|. Sin
embargo, los cuaterniones se han empleado muy poco para realizar el modelamiento orbital y
en muchos casos, por ejemplo |[16-18], se trata de desarrollos con un enfoque mas teoérico que
préactico, por lo que su aplicabilidad no es muy alta. El trabajo de D. Andreis [19-21] es el
primero en el que se realiza una completa descripcién de la cinemética y la dindmica orbital de
una particula utilizando cuaterniones, descripciéon adecuada para ser utilizada en aplicaciones
practicas.

El presente trabajo toma como punto de partida los desarrollos de Andreis para érbitas
circulares y los expande, para llegar a un modelo completo de érbita y orientacién. Ademas,
se sintetizaron leyes de control no lineales a partir de los modelos basados en cuaterniones,

creando una diferencia con respecto a [21], en donde se utiliz6 un modelo clasico, basado en

3
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ecuaciones de Euler-Hill, para sintetizar una ley de control basada en técnicas EMC.

Todas estas consideraciones teéricas fueron verificadas mediante la creacién de una herra-
mienta de simulacién, basada en MATLAB, similar a aquella creada por Prieto en [1] o a la
toolboz desarrollada por Lovera |22] basada en el lenguaje Modellica. Herramientas de este

tipo son de gran interés, tanto para la comunidad académica como para la industria.

1.3. Objetivos

Originalmente, los objetivos que se propusieron para el trabajo de grado incluian el empleo
de controladores lineales basados en técnicas Ho,. Sin embargo, a medida que se fue avanzando
en el proceso de investigacion, se encontraron caracteristicas particulares de los modelos di-
namicos desarrollados que desaconsejaron el empleo de controladores no lineales. Fue por esto
que se requirié un cambio de objetivos. Tras este cambio, los objetivos finalmente aprobados

por el comité de maestria fueron los siguientes:
Objetivo General

Disenar el sistema de control de 6rbita y orientacién para un satélite de orbita baja,
utilizando un modelo basado en cuaterniones y técnicas de control no lineales.

Objetivos Especificos

= Obtener un modelo completo de la dindmica orbital y de orientacién de un LEO basado

en cuaterniones.

= Definir una estructura y modelo de incertidumbre para la planta que refleje los rangos
para los cuales es necesario garantizar condiciones de estabilidad y desempefio en el

sistema.

= Sintetizar un sistema de control robusto de 6rbita y de orientacién para un LEO utilizando

técnicas no lineales.

= Validar el modelo y el sistema de control a través de su implementacién en un simulador.

1.4. Metodologia

La metodologia utilizada durante el desarrollo del trabajo de investigacién estuvo basada

en una aplicacién directa del método cientifico hipotético deductivo. A partir de la revision

4
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de diversas fuentes bibliograficas, se condenséd una propuesta para la solucién del problema de
control de satélites de 6rbita baja.

Una extensa revisién bibliografica proporiconé informacién suficiente acerca de los temas
del trabajo. Con esta informacion, se formularon hipo6tesis sobre la manera en que debe reali-
zarse modelamiento de la dindmica del satélite. La verificacion de estas hipotesis se realizara
mediante la simulacién de modelos en un computador. Un procedimiento similar se realizd
para la sintesis de los controladores. Diferentes formulaciones fueron propuestas, algunas de
las cuales se rechazaron debido a diferentes inconvenientes.

El proyecto se desarrollé en tres fases. La primera de ellas fue un proceso de documentacion
inicial, del que se obtuvieron las especificaciones que permitieron formular con claridad los
objetivos del trabajo. Una vez concluida esta primera etapa, cuyo principal resultado fue el
anteproyecto, se procedié a iniciar la formulacién del modelo de la dinamica orbital y de
orientacién de un satélite genérico. Con el modelo desarrollado, intenté formular un problema
de control lineal, el cual demostré ser inviable, tal como se mencioné en el informe parcial. Los
objetivos del proyecto fueron entonces replanteados y una nueva técnica de control se estudié.
Con ellos se logré la solucién del problema propuesto. Finalmente, el modelo y el algoritmo

de control se probaron en un simulador basado en un computador de escritorio.

1.5. Organizacién y Nomenclatura

La organizacion de este documento es la siguiente: el capftulo [2 presenta un breve resumen
acerca de los cuaterniones y sus operaciones basicas, el capitulo |3| desarrolla los modelos
dindmicos del satélite, utilizando como principal herramienta el 4lgebra de cuaterniones; la
sintesis de las leyes de control basadas en técnicas no lineales es el tema del capitulo 4] en
el capitulo [5| se muestran los resultados del empleo de los modelos y las leyes de control
previamente estudiadas, a la vez que se introduce la herramienta software desarrollada para la
simulaciéon de estos modelos. Finalmente, se presenta un tltimo capitulo con las conclusiones
del trabajo y posibles direcciones para continuar avanzando en esta area.

A lo largo del reporte, se utilizaran caracteres en cursiva como r, R, U, para representar
cantidades escalares y cuaterniones (el contexto permite separar unos de otros), mientras que
los vectores y matrices serdn representados por letras en negrilla F, g, etc. Los simbolos
no convencionales o aquellos que se estén empleando de manera diferente a su definicién
convencional seran aclarados cuando sea neecsario. Las unidades utilizadas corresponden a

aquellas del Sistema Internacional.






Capitulo 2

Cuaterniones

2.1. Introduccién

Los cuaterniones son un conjunto numeérico introducido por Sir William Rowan Hamilton
a mediados del siglo x1X [45]. Lo que Hamilton buscaba en la época era extender el concepto
de niimero complejo a mas de dos dimensiones, lo que logré sacrificando la conmutatividad de

la multiplicacién.

El conjunto de los cuaterniones, con las operaciones de suma y multiplicacién definidas
entre ellos, forma un sistema matematico conocido como anillo de division no conmutativo.
Este titulo enfatiza el hecho de que el producto de cuaterniones, en general, no es conmutativo

v también que para cada elemento diferente de cero existe un inverso multiplicativo.

La no conmutatividad de la multiplicacién entre cuaterniones imposibilité el desarrollo de
una teoria de funciones de variable cuaternia [23|, hecho que llevo a que la aplicacion de los

cuaterniones en la matemética resultara poco significativa.

Los cuaterniones, sin embargo, probaron ser especialmente ttiles para la representacion de
rotaciones en espacios tridimensionales, tarea en la que resultan mas eficientes que las matrices
de rotacién habituales. Por esta razén han sido utilizados en aplicaciones relacionadas con
el control de orientacién de vehiculos tales como aeronaves, submarinos, naves espaciales y

similares, y en animacién tridimensional y realidad virtual.

Fl propésito de este capitulo es presentar una introduccién general acerca de este conjunto
numérico. En las secciones siguientes se presentan una definiciéon basica, el algebra elemental de
los cuaterniones y sus aplicaciones a las rotaciones. Como principal referencia para profundizar

en este material, se sugiere el libro de Jack Kuipers [2].
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2.2. Definicién y Algebra

2.2.1. Definicién

Un cuaternién, como lo sugiere el nombre, consiste en un cuarteto de niimeros reales, esto
es, un elemento de R*, representado como:
T
Q=g q1 ¢ ¢3]
con qo, q1, q2, g3 € R. El conjunto de los cuaterniones se designa con la letra H.
Otra manera habitual de representar a un cuaterniéon es definiendo una parte real, un
escalar cualquiera go € R, y una parte vectorial q = iq) + jgz +kqz € R?, siendo i, j y k la base

ortonormal estiandar en R3. El cuaternién sera la suma entre la parte real y la parte vectorial:

Q=q +a9=qo+iqg +jg + kg3

Si se piensa en i, j y k no como vectores sino como unidades imaginarias, se comprende por
qué a los cuaterniones se les denomina ntmeros hipercomplejos de rango 4.

La representacién del cuaternién como la suma de una parte real y una parte vectorial
permite ver que, de la misma manera en que R y R? son subconjuntos de R?, lo seran de H.
Los reales corresponden a cuaterniones con parte vectorial cero, de la forma () = go + 0. Los
vectores en R? corresponden a cuaterniones con parte escalar cero, de la forma Q =0+ q. A
estos tltimos elementos también se les conoce como cuaterniones puros.

Siendo la suma de un escalar y un vector, un cuaternién resulta ser un elemento matematico
extrafio, algo no definido en el algebra lineal convencional. Para comprender un poco mejor

su comportamiento y utilidad, es conveniente definir las reglas que rigen su operacion.

2.2.2. Igualdad y Suma

Dada la correspondencia biunivoca existente entre los elementos de R* y los elementos
de H, se deriva que la igualdad y la suma y resta de cuaterniones se definen de la misma
forma en que se definen para vectores en R*. De esta manera, si P = py + ip1 + jp2 + kps vy

Q = qo +iq1 + jgo + kg3 son dos cuaterniones, se tiene:

P=Q<po=q "Npi=qg Np2=q A p3=0q3

La suma (o resta) de dos cuaterniones es el resultado de sumar (o restar) término a término

sus componentes:

R=P+Q=(po+ip1 +jp2 + kps) £ (qo +iq1 +jgo + kg3)
R=(poEtq)+i(pmEtaq)+ipEtqe)+k(pstg)



2.2. Definicién y Algebra

La suma entre cuaterniones hereda las propiedades de la suma de vectores. Eso quiere
decir que esta operacion es clausurativa (la suma de dos cuaterniones es otro cuaternion),
conmutativa (no importa el orden al sumar cuaterniones) y asociativa (la suma de méas de
dos cuaterniones puede realizarse sumando cualquier pareja primero). Ademas de esto, puede
definirse un elemento nulo (un cuaterniéon cuyas 4 componentes son cero) que haréa las veces
de moédulo para la suma. Es decir, cualquier cuaternién al sumarse con este elemento nulo
dara como resultado el mismo cuaternion. También existe, para cada cuaterniéon ), un inverso
aditivo o negativo —@Q (cuyas componentes son simplemente el negativo de la componente
correspondiente en el cuaternion @), que al sumarse con @ produce como resultado el modulo

de la suma, es decir, el cuaternién nulo.

2.2.3. Multiplicacién
Producto por un Escalar

Antes de definir la multiplicacién entre cuaterniones, se definird primero el producto entre
un cuaternion y un escalar. Esta operacion, también heredada de R?, es similar al producto

entre un vector y un escalar:
cQ = cqo + icqr + jega + kegs

donde ¢ € R.

Producto entre Cuaterniones

La definicién del producto entre dos cuaterniones es un poco méas complicada. Para poder

definirla, Hamilton [4] introdujo estos productos especiales fundamentaleﬂ

P=-1 3 = -1 KkK=-1
j=k jk = i ki=j (2.1)
ji=-k kj = —i ik=-j

ijk = -1

Puesto que estos productos elementales son no conmutativos, el producto entre cuaterniones,

en general, serd no conmutativo.

!Estos productos, aunque efectuados con elementos de la base estandar en R, son productos entre cuater-

niones. No deben confundirse con los productos punto y cruz entre vectores.

9
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El producto entre dos cuaterniones, que se denotara con el simbolo ®, se efectiia multipli-

cando término a término los factores:

R=P®Q =(po+ip1 +jp2 + kp3) (qo + iq1 + jg2 + kq3)
R =poqo + ipoq1 + jpogz + kpogs + ip1go
+ip1go + *pra1 + ijpraz + ikpigs (2.2)
+ ipaqo + jipaqr + §*p2go + jkpags
+ kpsqo + kipsq1 + Kipsaz + k’psqs

Aplicando la definicion de los productos fundamentales (2.1) y reagrupando términos seme-

jantes, la expresién anterior se convierte en:

R= Poqo — (P1q1 + P2qo + P3q3) +
i(pogqi + p1go) +J (Pog2 + p2go) + k (pogs + p3qo) + (2.3)
i(p1ge — peq1) +j (p3q1 — p1a3) + k (p2gs — p3qe)

Una manera de expresar la multiplicacién entre cuaterniones de manera mas concisa apro-
vecha las definiciones de parte real y parte vectorial. Si los dos cuaterniones a operar son

P=ps+pyQ=qo+q, el producto entre éstos estara dado por:

R=P®Q=pogo—pPeq+piq+qp+pPXxq

en donde e y X representan, respectivamente, los productos punto y cruz definidos en el dlgebra
de vectores en R3.

Como puede verse, la multiplicacién entre cuaterniones es clausurativa. Puede demostrarse
que también es asociativa, pero esto es un ejercicio tedioso que requiere una fuerte manipulacion
algebraica de Vectoreﬂ Esta operacién también es distributiva con respecto a la suma. Existe
también un moédulo para la multiplicacién, el cual consiste en el cuaternién cuya parte real es
1y cuya parte vectorial es el vector nulo. Como ya se menciono, el producto entre cuaterniones

no es conmutativo.

2.2.4. El Conjugado Complejo

De la misma forma en que para los nameros complejos ordinarios, se define el conjugado

complejo de un cuaternion @, denotado como Q*, como el cuaterniéon que tiene la misma

2El lector interesado en esta demostracion puede remitirse al libro de J. Kuipers [2|
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2.2. Definicién y Algebra

parte real que ) y cuya parte vectorial corresponde al negativo de la de Q. Es decir, si

Q =qo+49=qo+iq1 + jgo + kqgs, su conjugado complejo serd:
Q" =q—a=q — ka1 —jg2 — kg3

La suma de un cuaternién y su conjugado produce como resultado un escalar. El producto de
un cuaternién con su conjugado, también produce como resultado un escalar.
El conjugado complejo de un producto entre cuaterniones es igual al producto de los

complejos conjugados pero en orden inverso. Es decir:

(PRQ)=Q"®P"

2.2.5. Norma

La norma o magnitud de un cuaternién es un concepto asociado con una longitud. Se

denota por N (Q) o ||Q]| y corresponde al escalar dado por:

1Ql = VQ®Q*

. 2
De esta definicion se concluye que Q ® Q* = Q* @ Q = ||Q||".
La norma de un cuaternién puede evaluarse de la misma manera que la norma euclidiana

de un vector en R*:

1Q = /@ + ¢ + a3 + a3

Cuando un cuaternién tiene norma igual a 1 se denomina cuaternion unitario y suele
representarse con un acento: @ Los cuaterniones unitarios son de especial importancia por ser
los que se emplean para representar rotaciones.

La norma del producto entre dos cuaterniones es igual al producto de las normas indivi-

duales. Esto puede demostrarse:

N*(PRQ)=(PRQ)(P2Q)"
=PRQRQ"® P*
=N*(Q)P®P*
= N?*(Q)N*(P)

Lo anterior implica que el producto entre dos cuaterniones unitarios serd otro cuaternién

unitario, resultado que serd de gran utilidad més adelante.
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Capitulo 2. Cuaterniones

2.2.6. Inverso de un Cuaternion

Ahora que se han definido el conjugado complejo y la norma de los cuaterniones puede
definirse el inverso de un cuaterniéon. Siendo el cuaternién 140 el médulo de la multiplicacion,
el producto de un cuaternién @ con su inverso Q~!, por definiciéon, debe ser igual a este
mobdulo. Se tiene entonces:

Q'eQ=1+0

Si se multiplican ambos miembros de esta expresion por Q*:
Qe =Q"
Y teniendo en cuenta que Q@ ® Q* = ||Q||?, se llega a:

*
Q=L

Procediendo de manera similar, puede demostrarse que la multiplicacién entre un cua-
ternién y su inverso es uno de los pocos casos en que esta operacién conmuta. Es decir,
QeQ '=0Q '®Q =1+0. Otra propiedad especial del inverso es que para un cuaternion
unitario su inverso es igual a su conjugado: @~ = Q*. Este es un resultado similar al que se

tiene para las matrices ortogonales, donde A~1 = AT

2.3. Rotaciones en R?

Como se mencioné en la introduccién, la principal aplicacion de los cuaterniones, y lo que
evitd que cayeran en desuso, es su empleo para representar rotaciones en espacios tridimen-
sionales. En esta seccion se presenta la forma en que se representa una rotacién utilizando
cuaterniones.

Antes de definir el operador de rotaciéon con cuaterniones, es conveniente recordar que,
segin se mencion6 en la seccidon , los vectores en R3 pueden representarse como cuater-
niones puros. Por lo tanto, cada vez que se presente un vector en una operaciéon que incluya

cuaterniones, se asumird que este vector esta representado por el cuaternién puro equivalente.

2.3.1. Operador de Rotaciéon

El operador de rotacién que se busca definir debe cumplir las dos siguientes caracteristicas

fundamentales:

= Sise aplica sobre un vector (cuaternion puro) el resultado debe ser otro vector (cuaternion

puro)
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2.3. Rotaciones en R3

= La norma del vector sobre el cual se aplique el operador debe permanecer inalterada tras

la transformacion

La primera caracteristica surge de la necesidad de que el resultado de rotar un vector sea
otro vector. La segunda se debe a que las rotaciones, por definicién, son transformaciones
ortogonales, transformaciones que preservan inalteradas las distancias.

Sea @ un cuaternién unitario. La operacién:
w=Q®ve®Q* (2.4)

que transforma un vector v en otro vector w sin alterar su norma representa una rotacion [2,14].

Si el orden de los productos se altera,
u=Q"eveQ (2.5)

se obtiene otra forma de definir un rotaciéon. La diferencia entre los operadores de las ecuaciones
y radica en la forma en que se definan la referencia y el sentido de giro.

Si (2.4) representa una rotacion por cierto angulo alrededor de un eje en direccion positiva
(cualquiera que sea la definicion de direccién positiva), la expresion representard una
rotaciéon por el mismo angulo y alrededor del mismo eje en direccién negativa.

Por otro lado, si en ambos casos se asumen direcciones de giro positivas, una ecuacién
representard un giro del vector con respecto a un sistema de referencia estacionario, mientras
la otra indicard un giro del sistema de referencia, manteniéndose estaticos los vectores. Esta
situacién es similar a la que se presenta cuando se utilizan matrices de rotacion: si A representa
una de vectores, AT representara una rotacion de ejes.

El tipo de rotacién representado por 0 estara definido en cada aplicacién parti-
cular. La diferencia entre utilizar uno u otro para definir el tipo (rotacion de vectores o rotacion
de ejes) y sentido de cada transformacion se presenta tnicamente en el signo de los dngulos

involucrados.

2.3.2. Angulo y Eje de Rotacion

Segin el teorema de rotaciones de Euler, para representar la orientacién de dos sistemas
coordenados se requieren minimo cuatro parametros. Estos cuatro parametros corresponden

con los elementos de un cuaternion unitario [14], que puede ser expresado en la forma:

~ 0 0
Q@ = cos 3 + usin 3 (2.6)

~

en donde u es un vector unitario en R3. Esta notacién indica que el cuaternién unitario Q en

(2.6) representara una rotacién por un angulo 6 alrededor del eje dado por u.

13



Capitulo 2. Cuaterniones

2.3.3. Rotaciones y Escalamientos

Si en lugar de utilizar un cuaternién unitario ¢ se emplea uno con norma no unitaria en
las ecuaciones (2.4) o (2.5]), se obtiene un cuarto grado de libertad para el operador. Cualquier
cuaternién no unitario puede factorizarse como el producto de su norma y un cuaterniéon

unitario asi: Q = ||Q|| Q. Si este cuaternion se emplea en el operador de rotaciéon se tendra:

wW=QeveE"
w=[QlQeve Qe
w= QP (Qoved) 2.7

Se tiene entonces que un cuaterniéon no unitario @), expresado como:
N 0 .0
Q=11QlIQ = |l {cos +usin_
representara una rotacién por un angulo 6 alrededor del eje definido por u y una escalamiento

por un factor ||Q||* de manera simultanea.

2.4. Cinematica y Dindmica

Dado que el espacio de cuaterniones contiene al espacio de vectores tridimensionales, las
cantidades fisicas como velocidad, aceleraciéon, desplazamiento y momentum, tanto lineales
como angulares, pueden entenderse como cuaterniones puros y sus expresiones en forma de
cuaterniéon pueden hallarse. En esta seccién se presenta un conjunto de algoritmos necesario

para poder estudiar y desarrollar modelos basados en cuaterniones para sistemas dindmicos.

2.4.1. Cinematica

Considérense dos vectores r, y r;, los cuales pueden ser relacionados por una rotacién y

un escalamiento mediante el empleo de un cuaternion @ segtn (2.7)). Se tiene entonces que:

r,=Qer;®Q" (2.8)
ri=(Q) 'or,® Q)" (2.9)

Derivando :
F,=QOr0Q"+QereQ" + Qe Q* (2.10)

y sustituyendo (2.9)) en (2.10):
H=QRQ ', (@) Q" +QQ ' e, Q) ' e +Qek®Q"
P, =Q®Q ' ®r+1,®(Q) ' ®Q" +QeH®Q" (2.11)
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Si se toma la derivada de Q @ Q™! =1, se tendra Q ® Q"' + Q ® (Q;l) = 0. A partir de
este resultado, puede definirse un cuaternion W tal que W =Q @ Q' = -Q ® (Q;l) 0

Q=WoQ (2.12)
Sustituyendo (2.12)) en (2.11)), se llega a:
I.‘0:VV(X)I‘O‘i‘ro(gvv*‘|’62(®I.‘i(®62* (213)

El cuaterniéon W se conoce como velocidad angular generalizada. La componente escalar del
cuaternién W relaciona la derivada de la magnitud de () con la magnitud actual de @, es
decir, w = ||Q||/ ||Q||. Para demostrar esto, se realiza primero la expansion de 1) asi:

qo Woqo — W1q1 — W2g2 — W3q3
. q1 w1qo + Woq1 — Ww3q2 + waqs3
O=|"|=weq@-= (2.14)
q2 waqo + w3q1 + Woq2 — W14G3
| G5 | w3go — w2q1 + W1g2 + wogs |

Partiendo de la definicion de norma, la derivada sera:

' godo + q1G1 + 9242 + 4343
QI = (2.15)
1Ql
Si se utiliza el resultado de (2.14) en (2.15) se llega a:
2., 2. 2. 2
: + i a3+
QI == (a5 + ai + 5 + 45) (2.16)
1Ql
De donde se concluye que:
[te]]
= wp = 2! (2.17)
QI

El anterior resultado implica que si se trabaja con rotaciones puras, es decir, si () es un

cuaternién unitario (), W serd un cuaternién puro, puesto que HQH = 0. En este caso, la

expresion (2.13)) se reduce a:
fo=2WRT, + Q@1 ®Q* (2.18)

Estos sucede, por ejemplo, cuando se utilizan cuaterniones para definir la orientacion de un

cuerpo rigido en el espacio.
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Capitulo 2. Cuaterniones

2.4.2. Dinamica

Sea el cuaternion A = W. Por tratarse de la derivada de la velocidad, A se denomina

aceleracion angular generalizada. Si se deriva la expresion (2.12)):
Q=WRQ+WRQ=AQ+WaWeQ (2.19)

La ecuacién 1) puede expresarse de manera més compacta, como Q = D ® @, con la
introduccién de un cuaternion D = A+ W ® W que retine los efectos de la aceleracion y

velocidad angulares. La segunda derivada de r, se obtiene al derivar (2.13)):

Fo=AQr, + Wi, +1, @ W*+r, A"+
+WROQRILVQ*+QRILQ AW +QF, ®QF
Fo =AQr, +WRWRr,+WRr, W' +WeQ 1t ® Q"+
+WRr, W +r, W W +Qer, Q" W"+r, A"+
+WRORILIQ*+QRIT;Q* W +QF; ®@QF
Fo=D®r,+r,@ D" +2W @r, @ W*+
F2(WRQILERQ+QREQ* W) +Qaf; ®Q* (2.20)

Si se consideran rotaciones puras, la ecuacion (2.20) tendra una forma similar a la ecuacion
clasica para el movimiento relativo. Es posible asignar significado fisico a cada término de esta

expresion, segin se muestra en [19].

2.5. Sumario

Este capitulo es una introduccién al manejo de cuaterniones, desde su definicién y algebra
bésica, hasta la manera en que se emplean para representar rotaciones. Se incluyeron algunas
ecuaciones diferenciales para representar la cinemadtica y dindmica rotacional con base en
estos elementos. Aunque el material contenido en este capitulo es suficiente para comprender
el resto de este documento, se sugiere al lector ahondar en el tema revisando las referencias,

especialmente [2,4.[5].
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Capitulo 3

Modelos Dinamicos de un Satélite de
Orbita Baja

3.1. Introduccion

Los satélites de orbita baja (Low Earth Orbiters, LEO) son vehiculos ubicados en 6rbitas
casi circulares, con altitudes comprendidas entre los 300 y 1500km [1]. Gracias a su baja
altura se requiere poca potencia para llevarlos hasta su o6rbita, hecho que los convierte en
el tipo de nave méas comUnmente hallado alrededor de la tierra. Puesto que a la altura a
la que suelen ubicarse la densidad de la atmésfera aiin es apreciable, estos satélites se ven
bastante afectados por rozamientos aerodinamicos que influyen tanto en su 6rbita como en
su orientacién. Estas perturbaciones son practicamente imposibles de predecir debido a que
las condiciones atmosféricas cambian continuamente. Por ello, cuando se disefia un sistema de
control para esta clase de vehiculos, deben tenerse en cuenta dindmicas no modeladas, errores
paramétricos, vibraciones y diversos factores externos, por lo cual no es apropiado hacer uso
de técnicas de control que no consideren estas perturbaciones o factores desconocidos.

Dentro del proceso de diseno de un controlador, el primer paso consiste en la construccién
de un modelo matematico que represente el comportamiento de la planta bajo estudio. En el
caso de los satélites, se construye un modelo para su movimiento de traslaciéon alrededor de la
tierra (el problema orbital) y otro para trabajar con los movimientos del satélite alrededor de
su centro de masa (el problema de orientacion).

Para la obtencién del modelo orbital suele utilizarse la representacion vectorial tradicional
de la mecanica newtoniana, ya que se trata del movimiento de una particula. El modelo de
orientacion més extendido se basa en el empleo de la matriz de cosenos directores [24[3,24-26]

v su evolucién temporal.
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Eje de rotacion terrestre—3} z

Equinoccio Vernal

Figura 3.1: Sistema de referencia inercial o IRF . (Adaptado de [1] con autorizacion del autor.)

El propésito de este capitulo es presentar otra manera de obtener los modelos dindmicos,
tanto de o6rbita como de orientacién, de un satélite de 6rbita baja. Este método, presentado
inicialmente por D. Andreis y E. Canuto [19-21], consiste en utilizar cuaterniones (ver Capitulo
2) para representar rotaciones en el modelo de orientacién y rotaciones y escalamientos en el
modelo orbital. Las siguientes secciones presentan la forma en que se obtiene este modelo.
No se hara una explicacién detallada de las ecuaciones dindmicas convencionales, las cuales

pueden encontrarse en las referencias [11[3}24-26].

3.2. Sistemas de Referencia

Con el fin de definir el modelo mateméatico del movimiento del satélite, es necesario intro-
ducir un conjunto de sistemas de coordenadas que permitan integrar facilmente los fenémenos
involucrados. En los problemas de control de naves espaciales, usualmente se utilizan 3 siste-
mas de coordenadas: un sistema de referencia inercial, un sistema de referencia orbital y un
sistema de referencia de la nave [3|. A continuacion se describen cada uno de estos sistemas y

como se definirdn en este trabajo.

3.2.1. Sistema de Referencia Inercial

El sistema de referencia inercial, IRF (Inertial Refrence Frame), se utiliza para definir la
posicién absoluta de la nave. Para propésitos préacticos, un sistema geocéntrico puede utilizarse

como IRF gracias al movimiento casi circular y desacelerado de la tierra alrededor del sol.
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3.2. Sistemas de Referencia

Figura 3.2: Sistema de referencia orbital local o LORF . (Adaptado de [1] con autorizacion del

autor.)

La figura presenta el IRF R; = {0, 1;,ji, k;} que serda empleado en este trabajo. Su
origen O; coincide con el centro de masa de la tierra. El vector unitario i; apuntara en direcciéon
al punto verna]E] en la época enero 1 del 2000. El vector unitario k; coincide con el eje de
rotacion de la tierra y apunta en direccién al polo norte celeste. Finalmente, el vector unitario

Jji completa el sistema cartesiano de mano derecha.

3.2.2. Sistema de Referencia Orbital

Con el fin de tener una referencia con respecto a la cual definir la orientacién de la nave,
se introduce un sistema de referencia no inercial que esté relacionado con su posicién y/o con
su velocidad instantanea.

En este trabajo se utilizara el denominado Sistema de Referencia Orbital Local, o LORF
(Local Orbit Reference Frame). Su origen O,, estd ubicado en el centro de masa del satélite.
El vector unitario i,, es paralelo al vector de velocidad orbital instantdnea y apunta en la
direccién de movimiento del satélite. El vector unitario j, es perpendicular al plano orbital y
va en la direcciéon del momentum angular orbital instantdneo (h = r x v). El vector unitario
k, completa el sistema cartesiano de mano derecha. De acuerdo con esto, los vectores unitarios

del LORF se definen asi:

. v . rxvwv k Cox
1, = — = —— =1
o HV”’ JO Hr % VH’ o o .]O

Este sistema de referencia, descrito graficamente en la figura también se utilizard para

definir las fuerzas y torques externos que perturban el recorrido orbital del satélite.

!Punto por el que sale el sol el dia del equinoccio. Para una informacién mas detallada acerca de conceptos

astronoémicos, puede consultarse [1].
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3.2.3. Sistema de Referencia de la Nave

La dinamica de orientacién del satélite se define en este marco de referencia no inercial, el
cual suele venir definido por la geometria de la nave. El origen del SCRF (Spacecraft Reference
Frame), Op, coincide con el centro de masa del satélite. Sus tres ejes coordenados, ip, jg,
kp coinciden con los ejes de inercia principales de la nave y se orientan asi: ip apunta en la
direccion de movimiento, kp es perpendicular a la cara del satélite que mira hacia la tierra,
con direccién positiva hacia el nadir y jg completa el sistema coordenado de mano derecha.
La figura muestra la definicién de este sistema coordenado.

Estos tres sistemas de referencia seran suficientes para definir el modelo dindmico del

satélite, tema que se tratard en las secciones que siguen.

3.3. Modelo Orbital

3.3.1. Modelo General

Sea R un cuaternién unitario que representa la orientacién del LORF con respecto al IRF

de manera tal que:
(io) orp = B ® (io) pp ® R (3.1)

siendo (io);opp la representacion del vector i, en el LORF (la cual es el vector constante
[100]7) e (i,);pp la representacion del mismo vector en el IRF .
Si la ecuacion (3.1) es multiplicada en ambos miembros por la magnitud de la velocidad

del satélite, v = ||v||, se obtiene:

~

(Y)rorr =V (R ® (io) jpp ® ﬁt*) (3.2)

Figura 3.3: Sistema de referencia de la nave o SCRF . (Adaptado de [1] con autorizacion del

autor.)
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3.3. Modelo Orbital

Si el término escalar en el miembro derecho de (3.2) se reparte entre los dos cuaterniones,
se tendra un cuaterniéon no unitario R = ||R|| R cuya magnitud es igual a la raiz cuadrada de

la magnitud de la velocidad, ||R|| = v/v. La ecuacion (3.2)) puede escribirse entonces como:

(V)rorr = R ® (o) [pr @ R (3.3)

en donde se esta representando, de manera simultédnea, una rotacién y un escalamiento, de la
forma mostrada en la secién [2.3.3] Sin embargo, existen infinitas combinaciones de rotaciones
y escalamientos que satisfacen (3.3)) [20]. Con el fin de definir de manera univoca el cuaternion

R, se debe introducir una segunda ecuacion:

(o) Lorr = R ® (Jo) pp ® R* (3.4)

Esta ecuacién obliga a que la rotacién causada por R lleve del IRF al LORF de manera correcta.

En conjunto (3.3) y (3.4) definen R.
Si ahora se toma la derivada con respecto al tiempo de las dos tltimas ecuaciones se tiene:

(V)porr = R® (i0) g ® R+ R® (1) pp © R* + R® <io) i ® R* (3.5)
(Jo) i R® (o)iprp @R+ R® (o) jpr @ R* + R® (_]O> . ® R (3.6)

Utilizando la ecuacion cinemética del cuaternion R (ecuacion (2.12)), es posible reescribir ((3.5)
y (8.6) como:

M irorr =W @ (V) Lorr + (V) orr @ W™ +v [ﬁ ® (io> ® E*] (3.7)

IRF
- — oW @ (j, R () R 3.8
<‘] )LORF @ (o) rorr + R® (] IRF ®© (3.8)

donde el cuaternion W esla velocidad angular generalizada del cuaternién R, y esté relacionada
con las fuerzas que actian sobre el satélite. El cuaternion W es un cuaternion puro que
corresponde a la parte vectorial de W. Es decir, si W = w + w, W = 0+ w. Esto resulta
debido a que la ecuacién corresponde a una rotaciéon pura.

De acuerdo con la ecuacion , la componente escalar de W relaciona la derivada de
||R|| con su valor actual. Puesto que la magnitud de R est& relacionada con la velocidad, se
tiene: i

IR _ Ve _ @

USRI e T 39

Se requiere ahora obtener las derivadas de los vectores i, v j, en el IRF . Partiendo de la
definicion de i,:

(i) oy = (V);RF (3.10)
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Derivando con respecto al tiempo la expresién anterior se llega a:

: d ((V)irr Virr _ 0
_4a _ _v 11
(IO>IRF dt ( v v v (io)rrr (8.11)
Ahora, teniendo en cuenta que (V);pp = (FL{bRF, se llega a:

: F)ipr 0.
. — “JIRE 75, 3.12
(1 )IRF mu v (io)1r (312)

De la misma manera, j, estd definido como:

. r X (v

(.]O)IRF — |g )IRF ( )IRF (313)

r)rrr X (V)1rrl

Para hacer mas facil la notacion, se introduciré la variable escalar A = ||(r) ;pp X (V) ;ppll- Al
tomar la derivada de ([3.13)), se tiene:

(jo)IRF _ (g >)<\ (V)irF n (r)1rE >)<\ (Virr _ i@)IRF >)<\ V) 1rr (3.14)

Simplificando, se llega a la derivada buscada:

(J:O)]RF _ (r)IRF)\tn(F)IRF _ % Go) 1 rp (3.15)

Algo para tener en cuenta es que, puesto que la magnitud del producto cruz entre dos vec-
tores es independiente del sistema de referencia, se tendra que A = ||(v);pp X (V)rrll =
|(r) Lorr % (V) Lorrll- Sabiendo que el vector posiciéon en el LORF solo tiene coordenadas en
direccion z y en direccion z (es decir (r) ;o pp = [rz 07:]7) y la velocidad solo tiene componente

en direccién z en este mismo sistema de referencia, se concluye que A\ = r,v.

Reemplazando las expresiones (3.12) y (3.15) en (3.7) y (3.8):

Vrorr =W @ (V)porr + (V)Lorr @ W™ + ()Ln,?RF — 0 (o) LorF (3.16)
i — W ® (i () rorr X F)rore A .
<‘]O> LORF 2W @ (Jo)Lorr + b Y (o) LorF (3.17)

Puesto que (V) opr = v (o) Logp, s€ tiene (V) opr = ¥ (i) Lopp- Empleando esto y expan-
diendo (3.16) en sus componentes se llega a:

0 0

F .

=z 9+ 2wov

- + 2w UO (3.18)
3

3= s|m

— 2wav
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3.3. Modelo Orbital

., . _F
Reemplazando 1’ en la segunda componente de la expresion anterior se llega a wg = 5.%.
— Fz — Fy
Las otras dos componentes no nulas llevan a wy = —5 2 y w3 = 5.

Puesto que (jo);opp €8 un vector constante, su derivada serd nula. Expandiendo ahora

(3.17)) se tiene:

0 —2wy — L=
F,
0 —271)3 — ﬁ
I A (3.19)
vm v
0 2wy + 2

Las tres primeras componentes de (3.19) concuerdan con lo que se obtuvo de (3.18). La cuarta
componente lleva a w; = —52—F,.

Finalmente, la relaciéon entre la velocidad angular generalizada y la fuerza que actta sobre

el satélite seré:

« 0 0
0 —ea O
W =T (r,uv,m)F = F (3.20)
0 0 o
0 —a O
siendo
_ 1 s
 2mw N Ty

Debe aclararse que las cantidades vectoriales presentes en deben estar expresadas en
sus componentes en el LORF .

Con la expresion se completa el modelo dindmico para el cuaternién orbital. Para
completar el modelo del movimiento del satélite, es necesario incluir la ecuacién para la po-
sicion. Partiendo de la relacion entre las componentes del vector posicién en el LORF y en el

IRF :
(t)orr = R @ (x)pp R (3.21)

Y tomado la derivada con respecto al tiempo en cada miembro:

*

(V) porr = RO (0);pp R+ R (b)jgp B + R® (v)1zp R (3.22)
Empleando de nuevo (2.12)) y efectuando las rotaciones se llega a la forma final:
) orr = V)orr + W @ () Logp + (*) popp @ W™ (3.23)

Finalmente, el modelo dinamico del movimiento orbital del satélite, expresado en coorde-
nadas del LORF , estara formado por las ecuaciones (2.12)) y (3.23)), sujetas a la relacion (3.20)
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v a W = 0+ w. Estas ecuaciones se presentan de nuevo a continuacién:

R=W®R (3.24)
r=v+War+reoW* (3.25)
W =TF (3.26)
con: _ -
a 0 0
r— 0 —eax O o= L’ T
0 0 « 2mu T,
0 —a 0

3.3.2. Caracterizacion de la Orbita

Para definir univocamente una 6rbita en el espacio se requieren 6 parametros, a saber:

La longitud del semieje mayor a.

= La excentricidad e.

= La inclinacién 1.

= La ascensiéon recta del nodo ascendente ).
= Kl argumento del perigeo w.

= La anomalia verdadera 6.

Los primeros tres parametros definen la forma de la érbita, el tercero, el cuarto y el quinto
definen su orientaciéon en el espacio, mientras el dltimo de los seis varia con el tiempo y ubica
al satélite en un punto especifico de la trayectoria. Estos parametros se describen de manera
grafica en la figura y una definiciéon detallada de cada uno puede encontrarse en [1.[3].

El modelo presentado hasta el momento no incluye ninguno de los parametros de una
6rbita. Sin embargo, cualquier conjunto de parametros puede relacionarse con una posicién
v velocidad iniciales. Es decir, si se quiere posicionar un satélite en una 6rbita descrita por
un conjunto {a, e, i, Q, w}, el lanzador debera ubicar al setélite en una posicon inicial ry
con una velocidad inicial v especificas. De esta misma manera se define un cuaternién inicial
R,cr, necesariamente ligado a vg.

En las simulaciones realizadas en este trabajo, se asumié que el punto inicial siempre

corresponde al perigeoﬂ. Puesto que la 6rbita es una elipse con la tierra en uno de sus focos,

“Punto de la 6rbita en que el satélite se encuentra més cerca de la tierra. Ver [1,[3].
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e=(rp—ra)/(rp+ra)

p Ta

Tierra Perig:
K |

(a)
/K’“‘“xh
e
/) 7
Perigeg____l - s

Linea de Maodos

Plano Ecuatarial I:l

Plana Orkital |:|

Fecarrido Crbital ——
‘H"‘“--_ Equinaccio Cold de la Tierra @
T Wernal
(b)

Figura 3.4: Pardmetros de la oérbita. (a) Descripcion geométrica. (b) Ubicacion en el espacio

tridimensional. (Adaptado de [1] con autorizacion del autor.)

la distancia entre la tierra y la nave en el perigeo corresponde al valor del semieje mayor de la
elipse menos su distancia focal, y esta tiltima corresponde al producto entre a y la excentricidad

de la elipse. Es decir, la distancia entre la tierra y el satélite en el perigeo seré:
rp=a(l —e) (3.27)

Puesto que en este punto el vector velocidad y el vector posicién son perpendiculares, se tendra

que la posci6n inicial de la nave, expresada en el LORF es rg = [0 0 7] 7.
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La orientacion inicial del LORF estd determinada por los parametros angulares ¢, Q) y w.

Se deben realizar las siguientes rotaciones al IRF para llegar al LORF :

= Una rotacién de un dngulo € alrededor del eje z para alinear el eje x con la linea de

nodos.

= Una rotaciéon de un 4ngulo ¢ alrededor del nuevo eje x para alinear el plano xy con el

plano orbital.

= Una rotacién de un dngulo w alrededor del nuevo eje z para alinear el eje « con el semieje

de la mayor de la elipse.

» Una rotacion de § radianes alrededor del nuevo eje z para que el eje z apunte en direccion

de la velocidad orbital.

» Una rotacion de § radianes alrededor del nuevo eje x para que el eje y apunte en direccion

del momentum angular orbital.

La composicién de estas cuatro rotaciones lleva a que el cuaternion inicial sea:

ﬁ 2 cos (%) cos (4) cos (2)
V2 e
Rej=| 2 |® "l / ® sin (3) ® 0 (3.28)
0 0 0 0 0
Lo | 2] [sim(9) ] | o | |sm(D)

La magnitud de este cuaternién debe ser la raiz cuadrada de la magnitud de la velocidad
orbital en este punto inicial. En una 6rbita eliptica, la velocidad y la posicién estan relacionadas
por [3]:

v op o

- _r_ = 2
2 r 2a (3 9)

siendo p la constante gravitacional de la tierra (el producto entre la masa de la tierra y la
constante gravitacional universal) a la longitud del semieje mayor y r la distancia radial entre

el satélite y el planeta. De la anterior expresién se concluye que, en el perigeo, la velocidad

o= o (1 _ 1) (3.30)

T, 2a

sera.:

y Rref = \/ERTef-
De esta forma, dados los 5 pardmetros espaciales de la o6rbita, se pueden utilizar las ex-

presiones (3.27)), (3.28) y (3.30) para definir las condiciones iniciales que se utilizaran en el

modelo (3.26) para una orbita particular. El ultimo parametro, la anomalia media M, esta
relacionado con la evolucién temporal de la érbita y es un parametro variable, por lo tanto no

se requiere para definir la ubicacion inicial |1 3].
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3.4. Modelo de Orientacion

3.4. Modelo de Orientacién

La orientacién absoluta del del satélite con respecto al IRF corresponde a una rotaciéon que
transforme de este sistema de referencia al SCRF . Esta rotacién puede descomponerse en dos
rotaciones sucesivas, una que lleve del IRF al LORF y otra que lleve del LORF al SCRF . De
esta forma, es posible definir la orientacién del satélite con respecto al LORF utilizando un

cuaternién unitario @) tal que:

(iB)rorr = Q@ ® (iB) prr ® Q™. (3.31)
De acuerdo con ([2.18)), la derivada de (3.31) es:
(iB)Lorr = 2Wg @ (iB) LoRrF (3.32)

Como se mencion6 en la seccion esta ecuacion corresponde a la ecuacién tradicional
para el movimiento de rotactén r = w X r. En este caso w serfa el doble de la parte vectorial
del cuaternion Wp, es decir w = 2wpg. Con el fin de dar consistencia a las expresiones que se
presentaran més adelante, se introducira el cuaternion U = 2Wp, de manera que la ecuacién

cinemética para el cuaternién @ sera.
PN 1 ~
Q= §U ®Q (3.33)

Para modelar el comportamiento dindmico, debe hallarse una relacién entre U y el tor-
que externo aplicado al satélite. Si 7' es el cuaternion que representa este torque (1T' =
0T, T, T:)T), y de acuerdo con la segunda ley de Newton para el movimiento rotacional, se
tendra T = H, donde H es el cuaternién del momentum angular del cuerpo. El momentum
angular, expresado en el SCRF , es:

H=1,U (3.34)

Siendo I el tensor de inercia en el espacio de 4 dimensiones, definido como [14]:

0 0 O

1
k=—=(L I I
vy Ayy Iy 2( wthy+ L22)

k
0 Loz lay Is:
0
0

Tz Iyz I,

Asumiendo que el tensor de inercia del satélite permanece constante, la derivada con res-

pecto al tiempo de (3.34) sera:
H=T=1U (3.35)

Y se llega a U = Io_lT.
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To Workspace
r————p»{r LORF
r IRF P x
F —WF :
R PR
External Force
o »lo euler ———P$ 0 y
T —Pum
U LORF to IRF 6DoF Animation
External Torque

Satellite Model Terminator
Figura 3.5: Diagrama de bloques, en Simulink, del sistema completo.

El modelo de orientacién del satélite se define por las siguientes dos ecuaciones:

Qz%U@Q (3.36)

U=1I'T (3.37)

3.5. Simulaciones

Un proceso de verificacién del comportamiento de los modelos definidos por las ecuaciones
y se realiz6 mediante una serie de simulaciones, empleando Simulink. La, ﬁgura
muestra el diagrama de bloques del modelo construido en Simulink. Este modelo se desarrollo
de una forma modular, de manera que puede ser facilmente incorporado dentro de sistemas més
complejos. El subsistema del lado derecho en la figura[3.5]simplemente realiza la transformacion
del LORF al IRF con el fin de poder observar los resultados de manera natural. Este bloque se
describe en mas detalle en la figura [3.6] en la que se puede observar como las tres entradas
(vector posicion en el LORF (r)rogrr, cuaternion del LORF Ry cuaternion de orientacion @) se
combinan para producir la el vector posicién en el IRF y los dngulos de Euler requeridos por el
bloque de animacién. El bloque de la izquierda de la figura incluye el modelo del satélite,
tanto para la érbita como para la orientacion, modelos que se describen en detalle en la figura
Es importante notar que el modelo orbital incluye la componente fuerza gravitacional,
pues es ésta la que mantiene al satélite en 6rbita, de manera que la fuerza externa F solo debe
incluir las perturbaciones y las senales de control. Por su parte, la figura [3.8|detalla la forma en
que se calcula la velocidad angular generalizada W dentro del modelo orbital. Los parametros
requeridos para la simulacién de estos modelos se leen desde el workspace de MATLAB. Una
funcion se encarga de tomar los parametros de la érbita y de la nave (masa y momentos de

inercia) y genera todas las constantes requeridas.
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1 >u
MATLAB p| MATLAB g v

R Function Function P r IRF

unit conjugate Rotation
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&> > " Paeoy
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Figura 3.6: Detalle del bloque de conversiéon del LORF al IRF .
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Figura 3.7: Diagramas de bloques de los modelos del satélite: (a) Modelo Orbital (b) Modelo

de Orientacién

Algunas observaciones de los resultados de estas simulaciones se presentan a continuacion.
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Figura 3.8: Detalle del calculo de W.

3.5.1. Modelo Orbital

Para este modelo se presentan los resultados de tres simulaciones diferentes. La primera
corresponde a una érbita circular no perturbada, es decir, sin ninguna clase de fuerza externa
actuando sobre el satélite. La segunda 6rbita simulada parte de los mismos pardmetros que la
primera, pero ademaés incluye una fuerza constante actuando siempre en direccién contraria a
la velocidad, simulando el rozamiento aerodinamico. El tercer caso corresponde a una o6rbita
eliptica, para observar la forma en que una excentricidad mayor a cero afecta el comporta-

miento del modelo.

Orbita Circular

Los parametros de la 6rbita circular simulada se presentan en el cuadro Se utiliz6 un
valor de 1000 kilogramos para la masa del satélite.

La 6rbita en el espacio tridimensional, junto con una proyeccién que permite observar su
forma, se muestran en la figura 3.9 En este caso la tnica fuerza externa que actud sobre
el satélite fue la atraccion gravitacional de la tierra, que en el LORF se expresa como Fg =

—pam/r3r, siendo g la constante gravitacional de la tierra (el producto entre la constante

Cuadro 3.1: Parametros de la Orbita Circular

PARAMETRO | VALOR | PARAMETRO VALOR
a 250Km Q 0
e 0 w 0
i %i No utilizado
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Figura 3.9: Orbita circular en el IRF : (a) Vista en tres dimensiones (b) Forma circular

Componentes del cuaternion del LORF o1 Componentes de la Velocidad Angular W
200 .
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Figura 3.10: Evoluciéon temporal de los cuaterniones en la orbita circular: (a) Cuaternion R

(b) Velocidad angular generalizada W

gravitacional universal y la masa de la tierra) m la masa del satélite y r la magnitud del vector
posicion r.

La ﬁguramuestra la evolucién temporal del cuaternion R. Sus componentes presen-
tan un comportamiento oscilatorio de amplitud constante, correspondiente a un movimiento
de rotacion uniforme. Dado que la rapidez permanece constante, la magnitud del cuaternion
también. Esto se ve reforzado por la graifca de la figura , en la que se observa el com-
portamiento de la velocidad angular generalizada W . Para este cuaternién, solo la componente

wy es diferente de cero, puesto que el satélite siempre estd rotando alrededor del eje jo.
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Componentes de la Velocidad Angular W
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Figura 3.11: Comportamiento del cuaternion W con una fuerza externa.

Cuando se agrega una fuerza externa al satélite, como podria ser el rozamiento aerodina-
mico, la velocidad angular generalizada presenta un comportamiento como el que se observa
en la figura . La componente w, aumenta en magnitud porque el radio orbital decrece (el
satélite pierde altura al perder energia). El comportamiento oscilatorio de la componente wy

refleja los cambios en la magnitud del cuaterniéon R.

Orbita Eliptica

De acuerdo con la tercera ley de Kepler, la velocidad de un satélite en una érbita eliptica es
méxima cuando éste se encuentra en el perigeo y minima en el apogeo. Este comportamiento
se evidencia en la figura m en la que se observa la variaciéon de la magnitud del cuater-
nién R en una 6rbita de este tipo. Los parametros utilizados en este caso corresponden a los
mismos del cuadro [3.1] cambiando tnicamente la excentricidad a 0,5. La velocidad angular
generalizada W presenta también variaciones periddicas, que se muestran en la figura
La componente escalar w (W en la figura) es la que indica el cambio en la magnitud de R,
indica un movimiento acelerado, que corresponde con lo que se ve en la figura . Las
variaciones en la componente wg se producen por la misma tercera ley de Kepler: el satélite

cambia de direcciéon mé rapido cuando se encuentra en el perigeo.

3.5.2. Modelo de Orientacion

Con el fin de verificar si este modelo arroja resultados coherentes, se realizd una simulacén
en la que se aplicé un torque de 1 Nm alrededor del eje ip a un satélite cuyo momento de
inercia alrededor de ese mismo eje es 1 kgm?. Como era de esperarse, la velocidad angular
alrededor de ese eje crecio de manera lineal, con pendiente igual a 1, de la forma que se observa

en la figura (3.13(a)l Una variacion en el torque o en el momento de inercia solo alterara la
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Figura 3.12: Evolucién temporal de los cuaterniones en la orbita eliptica: (a) Magnitud del

cuaternion R (b) Velocidad angular generalizada W
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Figura 3.13: Evolucién temporal de los cuaterniones en el modelo de orientacion: (a) Velocidad

angular U (b) Cuaterniéon de orientacion @

pendiente de la grafica.

El cuaternién @, por su parte, presenta un comportamiento interesante. La velocidad
angular diferente de cero causa que el dngulo de rotaciéon varfe y por lo tanto, las componentes
qo v q1 varfan de manera senoidal, conforme lo hace el dngulo de rotacién, segin se ve en la
ﬁgura El aumento en la frecuencia con la que las componentes del cuaternién @ varian
se debe a que el torque permanece constante y asi mimso lo hace la aceleraciéon angular. Si el
torque externo se aplica sobre algin otro eje, la componente de @) correspondiente a ese eje

presentard una variacion similar a la que presenta ¢; en la figura [3.13(b)|
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3.6. Perturbaciones Externas

Existen varias fuentes de perturbaciones externas que afectan el comportamiento de un
satélite en o6rbita. Entre ellas pueden mencionarse el rozamiento atmosférico, el viento solar,
el campo magnético terrestre, los arménicos gravitacionales y otras [1,3,24-26].

El efecto de relativo de estas perturbaciones (cuales son mas intensas que otras) depende
de la altitud a la que se encuentre la nave. En el caso de los satélites de érbita baja, las dos
principales fuentes de perturbaciones externas son el rozamiento atmosférico y el gradiente
gravitacional. Aunque existen otras que pueden llegar a ser también considerables, como el

campo magnético terrestre, en este trabajo se consideraran solo las dos méas importantes.

3.6.1. Rozamiento Atmosférico

A las alturas a las que suele operar un LEO, la densidad de la atmosfera es atin considerable.
El rozamiento de la nave con el aire resta energia cinética al movimiento orbital del satélite
causando pérdida de altitud y una circularizacion de la orbita (reduccion de la excentricidad
orbital) [1]. Estas perturbaciones deben ser compensadas de manera adecuada, con el fin de

evitar una reduccion en la vida atil del satélite. La fuerza de rozamiento estd dada por:

1
Fo = —5pSCavr (3.38)

En la expresion anterior, p es la densidad de la atmosfera a la altitud de operacion, S es el area
efectiva perpendicular al vector velocidad, Cy es el coeficiente de rozamiento aerodindmico del
satélite y v,. es la velocidad de la nave relativa a la atmoésfera. Este ultimo término viene dado
por:

Vy =V —We XT

siendo v la velocidad del satélite, expresada en el IRF , w, la velocidad angular de la tierra y
r el vector posicién del satélite, expresado en el IRF .

Esta fuerza de rozamiento atmosférico puede expresarse como una fuerza concentrada en
un punto conocido como el centro de presiones del satélite. Si dicho centro de presiones no
coincide con el centro de masa de la nave, se induce un torque que afecta la orientacién del

satélite. Este torque aerodinamico estd dado por:
T, =1, xF, (3.39)

donde r, representa el vector posicion del centro de presiones con respecto al centro de masa

del satélite.
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3.6.2. Gradiente Gravitacional

Todo objeto asimétrico sometido a la accién del campo gravitacional terrestre experimenta
un torque que tiende a alinear su eje de menor inercia con la direccién del campo. Este torque
se debe a las diferencias entre la fuerza efectiva aplicada a cada elemento de masa del objeto
en cuestion. Asumiendo que la tierra es esférica, un satélite que se encuentre a una altura R

experimentara un torque, debido al gradiente gravitacional, dado por [3]:

Ty = ‘;’%G; (I. — I,) sin (2¢) cos? (6) (3.40a)
T,, = 2%9; (I — I,)) sin (26) cos (¢) (3.40b)
T, — ‘;’%9; (I, — 1) sin (20) sin (¢) (3.40¢)

donde 0 y ¢ representan, respectivamente, los dngulos de alabeo (roll) y banqueo (yaw) del

satélite.

3.7. Sumario

Este capitulo presenté una formulacion para la dindmica del satélite utilizando cuater-
niones, junto con algunas simulaciones para validar su comportamiento genérico. El modelo
desarrollado contiene tinicamente las dinamicas bésicas, que en capitulos posteriores se com-
plemetaran con la sintesis del controlador. Una interesante caracteristica de este modelo es
que, si bien se ha planteado para su empleo en satélites, puede ser facilmente adaptado para
modelar cualquier vehiculo de 6 grados de libertad, como aeronaves, proyectiles de artillerfa,
submarinos, misiles u otro similar a éstos.

Aparte del modelo dinamico del satélite, en este capitulo se incluyeron también los modelos
matematicos de las principales perturbaciones externas que pueden afectar a un satélite de

orbita baja.
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Capitulo 4

Sintesis de los Controladores

4.1. Introduccion

Los modelos desarrollados en el capitulo [3 son altamente no lineales y presentan algunas
particularidades que no sélo dificultan sino que llegan a hacer casi imposible el empleo de
técnicas lineales de control. Las dificultades de linealizacién inherentes a este tipo de modelo
ya han sido mencionadas por Andreis en [21], razén por la cual en su trabajo utiliz6 un
modelo basado en aceleraciones residuales para sintetizar una ley de control embebido basado
en modelos (EMC).

Aparte de la dificultad de linealizacion, existe un problema de acoplamiento también dificil
de resolver utilizando técnicas lineales. En |1,8], Prieto presenta un modelo orbital del que se
menciona, como una de sus principales ventajas, la falta de acoplamiento entre la dinamica en
el plano orbital y la dindmica de la inclinacién de la érbita, propiedad que simplifica la sintesis
del controlador al permitir que un sistema de sexto orden (dos derivadas en tres coordenadas)
se separe en dos sistemas, uno de cuarto y uno de segundo orden, més faciles de analizar. Esta
ventaja se pierde al emplear el modelo basado en cuaterniones presentado en el capitulo
puesto que la representaciéon de todas las rotaciones en forma de un solo cuaternién acopla
todos los movimientos del satélite.

Con el fin de superar estas dificultades, la mejor opcion es utilizar una técnica de control no
lineal con suficientes propiedades de robustez, que permita satisfacer los objetivos de control.
En este trabajo se propone el empleo de la técnica de control en modo deslizante, SMC (Sliding
Mode Control) |27-30], tanto para la érbita como para la orientacion del satélite. Esta técnica
de control es especialmente adecuada cuando se trabaja con modelos no lineales con elevados
grados de incertidumbre, tanto paramétrica como no paramétrica. La sintesis de estos se discute

en las siguientes secciones. Los detalles particulares acerca del empleo de la técnica SMC , sin
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embargo, no se presentaran en este documento por cuestiones de espacio. El lector interesado
en estos detalles puede consultar las referencias [27-29,31},32).

Hay que recalcar que las leyes de control que van a ser tratadas en las secciones subsiguien-
tes asumen un conocimiento adecuado de los cuaterniones R, @ y U. Asumir este conocimiento
es poco realista, por lo que en una aplicacion real se requerira el empleo de observadores robus-
tos que, apartir de mediciones ruidosas de posicién y velocidad del satélite puedan estimar de
manera adecuada estas cantidades. Esta tarea, sin embargo, requiere un trabajo extra enorme,

que no se incluy6 para no extender excesivamente el alcance del trabajo de grado.

4.2. Control Orbital

4.2.1. Planteamiento Preliminar

De acuerdo con el modelo presentado en el capitulo [3] el cuaternion orbital R, puede ser
descrito como el producto entre un cuaternién caracteristico R,, que fue definido en la ecuacién
y depende de los 5 parametros espaciales de la 6rbita, y un cuaterniéon que varia con
el tiempo Ry, que representa la rotacion en el plano orbital siguiendo el valor del parametro
temporal 6. Esto lleva a:

R =Ry ® R, (4.1)

Al tomar la derivada con respecto al tiempo de los dos miembros de (4.1)) se obtiene:
R=W®R=Rg®R,+Rg® R, (4.2)

La variacion de Ry es causada por la fuerza gravitacional y es inherente al movimiento orbital,
mientras que las perturbaciones externas que actdan sobre el satélite y cambian el valor de R,
son las que afectan la forma de la 6rbita y las que deben ser contrarrestadas por el sistema de

control. De esta forma, el cuaternién W puede descomponerse de la siguiente manera;:
W =TF =mI'g+TI'F, (4.3)

donde g representa al campo gravitacional terrestre y F. incluye la resultante de las pertur-

baciones que actian sobre el satélite y las fuerzas de control. Definiendo Wy = mI'g, se tiene
Ry = Wy. Reemplazando en :
mlg® R+TF. ® R= Ry ® R, + Ry @ R,
mI'g @ Ry ® Ry +TF. ® Ry ® R, = Ry ® Ry + Ry ® R,
Wy® Ry ® Ry +TF.® Rg® R, = Ry ® Ry + Ry ® R,
Ry®@R,+TF. @ Ry®@ Ry = Ry®@ R, + Ry ® R,
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Llegandose finalmente a:
R,=[R,'®IF.® Ry| ® R, (4.4)

Si se expresa F, como F, = Fy + u, siendo u la fuerza de control y Fy la resultante de las

perturbaciones, sus efectos pueden separarse, para obtener:
Ry=[R,'®Tu®Ry| ® R, + [R;' ® TFy;® Ry| ® R, (4.5)

En el resto de esta seccion, se asume que el vector Fy es desconocido, pero cada una de sus
componentes estd acotada por un valor conocido tal que Fy; < Fiuazi, siendo Fo,q, €l vector

que contiene los valores maximos de las componentes de la fuerza.

4.2.2. Ley de Control

Si definimos el cuaternion caracterfstico de la 6rbita, o cuaternion de referencia R,.r, como
el valor de R, correspondiente con el que se presento en la ecuacion (3.28)), el error orbital esta

dado por el vector tetradimensional:
€ = Ro - R'ref (46)

El objetivo del control orbital es lograr estabilidad asintética, es decir, garantizar limy, o €, =
0 a pesar de las incertidumbres.

La derivada del error con respecto al tiempo es:
é, = R, (4.7)

puesto que R, es constante. La dindmica del error orbital es entonces un sistema tetradimen-
sional de primer orden. Al tratarse de un sistema de primer orden, la funcién deslizante s se
define simplemente como el error: s = e,.

Para este sistema, se define la funcion de Lyapunov V, = %egeo. El sistema serd asintotica-
mente estable si V, < 0, es decir, si él'e, < 0. Con el fin de garantizar esta condicién, la sefial

de control se selecciona de manera que la derivada del error sea:
€, = —kosgn (e,) (4.8)

donde sgn representa la funcién signo, aplicada a cada elemento del vector e,.
Utilizando (4.7)) y la parte conocida de (4.5) se tiene:

—kosgn (e,) = [R,' ®Tu® Ry| ® R,
de donde se obtiene la expresién para w:
u=T"[Ry® (—kosgn (e,) ® RN ® Re_l] (4.9)
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siendo 't la matriz seudo inversa de T'.

El empleo de garantizaria estabilidad asintotica en el sistema si no existieran pertur-
baciones, es decir, suponiendo que F es cero. Para garantizar la estabilidad del sistema cuando
existen fuerzas externas, la ganancia k, debe seleccionarse de manera tal que se garantice la
condicién de negatividad él'e, < 0. Para ello, se sustituye en :

é, = —kosgn (e,) + [R,' ® TFy ® Ry] ® R, (4.10)

y se aplica directamente la desigualdad:

) _ T
e:{eo = [—k:osgn (o) + [Ra l@TF; ® Rg] ® RO] e, <0 (4.11)
Sabiendo que las componentes de Fy estan acotadas y que sgn (e,)” e, = [leol|; > [, la
desigualdad puede expresarse como:
— ko l[€oll + [ITFmaz | [ Roll [leo]| < 0 (4.12)

de donde resulta la condicion k, > |[|[TF ezl || Rol|- Como puede verse, esta ganancia depende
no solamente de la magnitud de las fuerzas externas, sino también de la magnitud del cuater-
nion R,, es decir, de la velocidad y posiciones actuales del satélite. Por lo tanto, k, debe ser
calculada cada vez que la senal de control se vaya a aplicar.

Si la masa del satélite no se conoce exactamente, pero se conocen sus cotas maxima y
minima tal que m < m < 7, se introducen las matrices I' y T', correspondientes, respectiva-
mente, al empleo de m y m en , expresion utilizada para el calculo de I'. En este caso,

la ganancia del controlador se calcula usando:
ko > |ILF paz || || Roll (4.13)
v la senial de control usando:

u=T" [Ry ® (—kosgn (e,) ® R,') ® R, (4.14)

4.3. Control de Orientacién

El objetivo del control de orientacién es mantener el SCRF alineado con el LORF , lo que
implica mantener el cuaterniéon @ igual al cuaterniéon identidad 1 4+ 0. Con este fin, se define

el error de orientacién e, como:

~

ea=0Q—(140) (4.15)
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Puede verse que la derivada del error corresponde a la derivada del cuaternion @ Puesto que
la derivada de @ incluye al cuaternion U, de acuerdo con (3.37)), la funcién deslizante para

este caso debe incluir a los dos cuaterniones @ y U. Esta funcién estd dada por:

s=e,+U (4.16)

T

Definiendo la funcién de Lyapunov para este sistema como V, = %s s, se busca que la senal

de control garantice § = —kysgn (s) con el fin de mantener V = §Ts < 0. Tomando la derivada

de (TT0):

1 ~
§ = §U®Q+I(;1T = —kqsgn (s) (4.17)

donde T = T, + T, es el cuaternién que representa la accion combinada de los torques de
control T, v los torques provenientes de perturbaciones externas 7., los cuales se consideran
desconocidos pero acotados, de manera tal que T, < T,,,.-- Teniendo en cuenta dnicamente

el control, se obtiene:

T, = I, (—kasgn (s) + %U ® @) (4.18)

La ganancia k, debe seleccionarse de manera que la condicién de negatividad $”s < 0 se

mantenga ain en el peor escenario. Usando (4.18) en (4.17)):

$ = —kosgn(s) + I;'T. (4.19)
de manera que:
sTs = (—kusgn (s) + I, 'T.)" s (4.20)
lo que lleva a:
8"s < —ka [Isll + || g Temaz | s (4.21)

Luego, para mantener $’'s < 0, se requiere
ka > || Iy Terma | (4.22)

En el caso de que los momentos de inercia no se conozcan con exactitud, se introducen los
tensores Iy e Iy, resultantes de usar, respectivamente, los valores méximos y minimos de los

momentos de inercia. Con estos tensores, la ganancia del controlador se calcula usando:
D | A | (4.23)

v el torque de control sera:

T, =1 (—kasgn (s)+=U® @) (4.24)
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Funcion Saturacion Unitaria

unitsat(x)

Figura 4.1: Funcién saturacién unitaria.

4.4. El Concepto de Capa Limite

Un efecto poco deseado, pero caracteristico de la técnica de control en modo deslizante, es
el fenémeno de chatter u oscilaciones de alta frecuencia en la senial de control. Este fenémeno
es introducido por el empleo de la funcién signo y se produce cuando el valor de la funcién
deslizante es pequeno y cambia de signo rapidamente [27-29].

Aunque este efecto suele ser atenuado por las dinamicas de los actuadores, los cuales
siempre tienen caracteristicas pasabajos, se han introducido técnicas para minimizar este efecto
de una mejor manera. La técnica mas comunmente utilizada es el reemplazo de la funciéon
signo por una funcion sigmoide, como pueden ser la tangente inversa (con un escalamiento
apropiado), la tangente hiperbdlica, u otras similares.

Para reemplazar a la funcién signo, en este trabajo se empled la funcién saturacién unitaria,

cuya gréfica se presenta en la figura[L.1] y que esta definida por:

-1 if x<-—e
if —e<z<e (4.25)
it < —e

unitsat (z) = z
1

El empleo de esta funcién, aplicada a cada término de la funcién deslizante s, permite
confinar sus componentes dentro del intervalo [—e €], siendo € un pardmetro definido por el
usuario. La amplitud de este intervalo, conocido como capa limite, estd directamente relacio-
nada con el maximo error de seguimiento, pues indica la variaciéon admisible de la funcién

deslizante.
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Por otro lado, si se define la dindmica genérica de la superficie deslizante como § =
—kunitsat (s) +f (x,t), donde f (x,t) incluye todas las perturbaciones externas, el comporta-
miento de las componentes de s por fuera de la capa limite tendrd un comportamiento similar
al que presentaban al emplearse la funcién signo. Dentro de la capa limite, sin embargo, la

dindmica de cada componente de s tendra la forma:
. k
§=—=s+ f(x,1) (4.26)
€

que corresponde a la ecuaciéon de un filtro de primer orden con frecuencia de corte w. = k/e.
De esta manera, al incrementar el tamano de la capa limite, el sistema rechazara de mejor
manera las perturbaciones de alta frecuencia.

De esta manera, el empleo de la funcién saturacién unitaria y del concepto de capa limite
que ella trae implicito, acarrea un compromiso entre exactitud y rechazo a perturbaciones de
alta frecuencia. El disenador del sistema de control debe juzgar de manera adecuada la impor-
tancia de cada uno de estos factores y ajustar los pardmetros para satisfacer los requerimientos

de desempeno.

4.5. Sumario

FEn este capitulo se presenté el proceso de sintesis de controladores orbitales y de orientacién
basados en la técnica de control en modo deslizante. Se derivaron condiciones para ajustar la
ganancia de las sefiales control para garantizar un error de seguimiento suficientemente bajo.
También se introdujo el concepto de capa limite para minimizar el efecto de oscilaciones de
alta frecuencia no deseadas, tipico de las aplicaciones que utilizan SMC .

Los resultados de la implementacion de estos controladores seran tratados en el capitulo

siguiente.
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Capitulo 5

Implementacion de los Controladores

5.1. Introduccién

Con el fin de evaluar el comportamiento, tanto de los modelos presentados en el capitulo
como de las leyes de control presentadas en el capitulo [, se creo una aplicacion basada en
MATLAB para la simulacion de estos sistemas. JaveSAT, como fue bautizada esta aplicacion,
emula a la herramienta Spacelab, desarrollada por L. Prieto [1], aunque trata un problema
mucho mas genérico y, por lo tanto, menos profundo.

Algunos de los componentes de JaveSAT, especificamente los modelos dindmicos de érbita
y orientaciéon del satélite, ya fueron presentados en la seccién cuando se present6 la verifi-
cacién de los modelos. De cualquier manera, este capitulo muestra todos los componentes de

esta herramienta y algunos ejemplos de simulaciones que ilustran su empleo.

5.2. La herramienta de simulaciéon JaveSAT

El programa desarrollado consta de una serie de interfaces graficas de usuario (GUT), que
pueden ser empleadas de manera independiente o en secuencia desde un ment principal, y de
un modelo en Simulink que se encarga de representar al sistema real. Al haber sido escrito
usando las versiones 7.4 de MATLAB y 6.6 de Simulink, se espera que el programa se comporte
de manera adecuada en cualquier versién compatible con éstas.

Las tareas de cada uno de los componentes estdn relacionadas con diferentes detalles de
la puesta a punto del problema de control, como son la definicién de la érbita, la seleccion de
las caracteristicas del satélite y otros detalles. Todas estas partes estan enlazadas a través de
un meni principal, cuya GUI se muestra en la figura y que puede iniciarse al escribir el

comando javesat en la ventana de comandos de MATLAB.
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) JaveSAT - Main (=3

Spacecraft Characrerfzarn

Inertial Properties —————

m| 1000 |kg +

|

Ix| 100 |Nms2 ¢| 0 |%
|
|

| s |ums2z x| o |%

[ s [mms2 £[ 0 |
Aerodynamic Properties ———————
w1

Sx| 1 |m2 rpx| o] |m
Sy| 1 |m2 rpy| n] |m
Sz| 1 |m2 rpz| o] |m

Save

Cloze

Figura 5.2: Médulo de ingreso de los paramteros del satélite.

A continuacién, cada modulo serd descrito.

5.2.1. Moédulo de Descripciéon de la Nave

Sin importar la forma real del satélite, los pardmetros que describen su comportamiento
dindmico se dividen en dos conjuntos: inerciales y aerodindmicos. En el primer grupo se in-
cluyen la masa y los momentos de inercia, con sus respectivos rangos de variacién esperados,
mientras el coeficiente de rozamiento aerodinamico Cy, el valor de las superficies efectivas en
las tres direcciones Sg, Sy, y S, y el vector posiciéon del centro de presiones con respecto al

centro de masa de la nave r., conforman el segundo grupo.
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Estos 12 pardamtros pueden ser ingresados en la interfaz grifica de la figura la cual
puede activarse mediante un clic en el botéon Spacecraft Parameters del meni principal de
JaveSAT (figura o ingresando el comando spacecraft_characterization en la ventana
de comandos.

El boton Save, en la parte baja de la interfaz, brinda al usuario la posibilidad de guardar las
caracterfsticas ya ajustadas en un archivo que luego sera leido por el simulador. Esto permite

definir varias naves en una misma sesién para luego realizar comparaciones de manera sencilla.

5.2.2. Modulo de Definiciéon de la Orbita

Mediante un clic en el boton Nominal Orbit Definition del mend principal o utilizando el
comando orbit_characterization, se despliega la GUI de la figura Este modulo permite
ingresar los seis parametros orbitales (altitud del perigeo rp, excentricidad e, inclinacion i,
ascencion recta del nodo ascendente 2 y argumento del perigeo w) y visualizar la 6rbita, tanto
en el espacio tridimensional definido por el IRF, como en el plano orbita]ﬂ

Es importante mencionar que la grafica se actualiza en tiempo real, es decir, cada vez que
se cambia alguno de los parametros, la imagen de la 6rbita se va actualizando en el sistema de
referencia seleccionado. Ademas de esto, la GUI cuenta con la barra de herramientas estandar de
MATLAB para figuras, lo que habilita opciones de visualizaciéon como rotaciones, corrimientos
panoramicos, acercamientos y alejamientos que permiten una mejor apreiaciéon visual de las
caracteristicas de la orbita.

Por otro lado, de la misma forma en que la interfaz de caracterizacion de la nave, se cuenta
con la opcién de guardar los datos de la 6rbita seleccionada. Ademés de ello, este mddulo
permite cargar una 6rbita previamente guardada para estudiarla graficamente o, si es el caso,

modificarla.

5.2.3. Moédulo de Modelamiento de Sensores y Actuadores

Un tercer modulo, mostrado en la figura [5.4] permite ingresar la informacion acerca de
actuadores y sensores de la nave, tanto para cantidades lineales, usadas en el control orbital,
como angulares para el control de orientacion. Este componente de JaveSAT se ejecuta me-
diante el comando sensors_and_actuators o a través de un clic en el boton Sensors/Actuators
Modeling del ment principal.

Los actuadores, tanto de fuerza como de torque, se han modelado como actuadores lineales

de segundo orden, cuya dindmica estd definida por una ganancia en DC, un ancho de banda

!Sistema de referencia también conocido como Natural Orbit Reference Frame o NORF. Ver [1] para una

deficnicion precisa.
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) JaveSAT - Orbit Characterization

DedE K|RaNe E 08 =0
Orbit Characterization

— Orhit Parameters ’

FR | 100000 m
=] 0s
i 45
Omega ao
omegs ao

Save Parameters

Load Parameters

“igwe orhit in:

=l
-
£

¥ [m] ¥ [rn] ¥ 10

Cloze

Figura 5.3: M6dulo de caracterizaciéon de la orbita.

J JaveSAT - Sensors and actuators Modeling

Sensors and Actuators Modeling

— Force Actuatars ——M M8 ———— —— Linear Senzors' Moise PSD
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Figura 5.4: Mo6dulo de modelamiento de sensores y actuadores.

y un coeficiente de amortiguamiento. Este modelo se seleccion6 por ser el que representa a la

mayoria de actuadores reales [3].

Si bien los sensores no se acoplaron en el modelo final debido al trabajo extra que requiere
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<) JaveSAT - Controller, Synthesis and Simulation g|§|@

Orbit and Attitude Conlroller
Synthesis and Simulation

Spacecraft and Crbit parameter:

Orhit Parameters File: circulart Set file

Spacecraft Parameters File: spacectaft Set file

Actuators/Sensors Parameters File: sensors Set file

Boundary Layer Thickness

Simulation Parameters

Attitucle Cantroller: 1 Simulztion Time: 40

Orhit Controller: 1 Step Size: 0o

l Run Simulation l

| |

Figura 5.5: Médulo de sintesis y simulacién de los controles.

la inclusién de observadores de estado adecuados, la plataforma JaveSAT incluye provision
para ellos, con el fin de facilitar futuras ampliaciones. El modelo de los sensores es bastante
simplificado, y solo incluye la densidad espectral de potencia del ruido que ellos introducen,

ruido asumido como blanco con distribucién gaussiana.

Los pardametros ingresados, como en los demdas moédulos de modelamiento, pueden ser

grabados en un archivo tras hacer clic en el botén save.

5.2.4. Médulo de Sintesis y Simulacién de los Controles

Este modulo, presentado en la figura[5.9] se activa con un clic en el botén Control Synthesis
del ment principal o con el comando control_synthesis. Este componente es el encargado
de reunir toda la infromacién necesaria y de enlazarla con el modelo en Simulink, para luego

correr la simulacion del conjunto satélite/controlador.

En la parte superior de esta ventana, el usuario debe seleccionar los archivos que contienen
la descripcién de la nave, de la 6rbita y de los actuadores, archivos generados por los médulos
descritos previamente. En la parte baja, se ingresa el valor del grosor de la capa limte €, para
cada controlador. Ademés de esto, existe la posibilidad de ajustar el paso de simulacién y la
duracion de la misma. Cabe aclarar que el modelo se esté resolviendo mediante un método de

quinto orden de paso fijo (ode5 de MATLAB).
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<) JaveSAT - Postporcessing E|§|g

Post Processing Options

l 30 arhit l Orhit Guaternion

l Control Signal l

l Aftitude Guaternion

Position and Yelocity

l Disturbances l

= ] [ o= |

Figura 5.6: Mo6dulo de post-procesamiento.

5.2.5. Moédulo de Post-procesamiento

Una vez finaliza la simulacién del sistema, la ventana de la figura [5.6] se despliega. Los
botones de esta ventana permiten observar los resultados de la simulacién de los controladores
sintetizados, tales como errores en los cuaterniones, magnitudes de las fuerzas de control,
variacion en el tiempo de la posiciéon y velocidad y otros. Esta ventana también permite al

usuario guardar los resultados en un archivo que le permita usarlos por fuera de JaveSAT.

5.2.6. El Modelo en Simulink

El nacleo de JaveSAT consiste en el modelo de Simulink cuyo diagrama de bloques se
muestra en la figura Puede apreciarse su construccién modular, que facilita la insercién de
funciones extra, como inclusién de observadores o de otras fuentes de incertidumbre, aparte
de otras versiones de la dindmica del satélite.

Los bloques Satellite Dynamics y LORF to IRF son los mismos que fueron descritos en la
seccion [3.5] por lo que no se detallaran en esta seccion.

El bloque Enviromental Disturbances, cuyos detalles pueden verse en la figura [5.8] genera
las fuerzas y torques externos, provenientes de las perturbaciones aerodindmicas y del gradiente
gravitacional. La figura muestra la configuracién general, en donde cada bloque produce
un tipo de perturbacion diferente. La fuerza aerodindmica resulta expresada en el IRF y por
lo tanto debe ser rotada para encontrar su expresiéon en el LORF. Los dos torque son sumados,
y no requieren transfromacién alguna porque ya vienen expresados en el SCRF. La forma en
que cada bloque produce las perturbaciones se detalla en las figuras y

Los controladores de érbita y de orientacion estan incluidos dentro del bloque Controller,
presentado en la figura En una implementacion completa, las entradas de este bloque de-
berian conectarse con las salidas de un observador de estados adecuado, pero, por simplicidad,
en este trabajo se asume conocimiento completo de los cuaterniones r, R, Q y U. Como se

puede ver en la figura [5.9(a)| los dos controles son independientes, de manera que uno puede
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5.3. Ejemplos de una Simulaciéon

r P r LORF rIRF y“ r_irf

pF
R >R v IRF > v_irf
Q | gl euler angles r“ e_angles
gl
u > u w IRF r“ omega _irf
r
Satellite Dynamics El LORF to IRF
[F ext [4— >0
v (oiiey | ™ 1o
e Fd r IRF |«
A v IRF |«
dl
/R Td Euler Angles |«
A -
Enviromental
Disturbances
r LORF |«
Fc >
R
v P
F_control N Q<%
C U >
-

A Controller
T_control

Figura 5.7: Modelo completo en Simulink.

ser reemplazado sin afectar al otro. El diagrama de bloques del control orbital se detalla en
la figura mientras la figura hace lo propio con el controlador de orientaciéon. Los
bloques actuadores que se ven en la figura[5.9(a)| constan del bloque estandar de Simulink y de

un bloque de saturacién para representar la fuerza o torque maximo disponible en cada caso

(ver figura [5.10)).

5.3. Ejemplos de una Simulacién

Con el propoésito de mostrar el rendimiento de las leyes de control sintetizadas a continua-
cién se muestran los resultados de la simulacién de un caso de estudio.

En la figura se observa como el valor del cuaterniéon orbital R, se mantiene practica-
mente constante. Al observar el error de R, con respecto a R,y en la figura se confirma
que el controlador estd haciendo su trabajo y que, a pesar de las perturbaciones, el satéli-
te mantiene su 6rbita. Evidentemente, el seguimiento no es perfecto, lo que resulta claro al
observar como uno de los componentes del error crece al aumentar el tiempo.

Este aumento del error, debido principalmente a la fuerza de rozamiento atmosférico, pro-
duce, como es de esperarse, un crecimiento en la componente longitudinal de la fuerza de
control, segin se aprecia en la figura La magnitud de la fuerza de control crece veloz-
mente debido a la elevada ganancia de control, caracteristica de las técnicas SMC.

Con el fin de proporcionar una perturbacién inicial de la cual el satélite requiera recuperar-
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Figura 5.8: Diagrama de bloques para la generacion de perturbaciones: (a) Vista general, (b)

Perturbaciones aerodindmicas, (¢) Gradiente gravitacional.

se, JaveSAT inicia la simulacién con el satélite en una orientacion inicial aleatoria. En la figura
se observa la variacién en el tiempo de las componentes del cuaterniéon de orientacion.

Al observar la figura [5.16] es claro que la orientacion del satélite se estabiliza dentro de un

margen de error adecuado en un tiempo relativamente corto.

El gran inconveniente de la técnica de control en modo deslizante, las oscilaciones de alta
frecuencia tanto en la variable controlada como en la senal de control, se pone en evidencia al
observar las figuras y La frecuencia de estas oscilaciones puede ajustarse variando

el tamafio de la capa limite, mediante cambios en el valor del parametro e.
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Figura 5.9: Diagrama de bloques de los controladores (a) Vista general, (b) Control de orbita,

(¢) Control de orientacion.

En las figuras y otro punto negativo del empleo de esta técnica de control se
evidencia, el cual es el excesivo esfuerzo de control. Puesto que las ganancias de control se
calculan empleando el peor escenario posible, el cual realmente sucede rara vez, se suelen

obtener valores extra conservadores que resulta en fuerzas de control muy altas. Teniendo en
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Figura 5.10: Modelo de un actuador.
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cuenta que en un satélite se busca utilizar la menor cantidad de combustible posible para
aumentar su vida tutil, este resultado desaconseja el empleo de esta técnica de control para
esta aplicacion. De cualquier manera, la llamada técnica de control en modo deslizante con
estimacion de perturbaciones SMCPE [28]|30] es una opcion que puede ser estudiada y que

permite reducir drasticamente los valores de estas ganancias.

5.4. Sumario

Los principales resultados del trabajo de grado fueron el tema de este capitulo. Se describio
la herramienta de simulacion JaveSAT, basada en MATLAB, con cada uno de sus componen-
tes, y se presentaron ejemplos que muestran no solo el rendimiento de las leyes de control
sintetizadas en el capitulo [4] sino también el modo de empleo del programa desarrollado.

Los ejemplos de simulacién mostraron claramente que la estrategia de control planteada

funciona, aunque las clasicas desventajas del SMC acarrean un costo que quiza desaconseje se
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Figura 5.13: Fuerza de control.

empleo en aplicaciones reales.

Finalmente, antes de emitir un juicio final sobre la idoneidad del empleo de la estrategia de
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Variacion del Cuaternion de Orientacion
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Figura 5.14: Cuaternion de orientacion.
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control presentada, hay que considerar que los ejemplos planteados fueron casos enteramente
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genéricos. Una implementacién real, por supuesto, requerird un modelamiento mas cuidadoso
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del satélite y una mejor estimacién de las perturbaciones externas. Esto, sumado a restricciones
v objetivos més claros, permitirian una mejor seleccién de las ganancias, de los grosores de las
capas limite y de las frecuencias de actuacién, con lo que se puede llegar a la sintesis de un

controlador adecuado para el problema, especifico.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1. Conclusiones

Este trabajo de grado abord6 un tema poco tratado en Colombia en el &mbito académico
v totalmente inexplorado en el campo industrial. Los resultados obtenidos, por lo tanto, deben
revisarse a la luz de la naturaleza netamente innovadora y el caracter exploratorio de los
objetivos propuestos.

El planteamiento de modelos dindmicos basados en cuaterniones para la dindmica orbital
y de orientacion de un LEO, presentado en el capitulo [3] requirié6 una profunda revisién de
la literatura acerca del manejo de estos elementos matematicos, condensada en el capitulo
Estos dos capitulos satisfacen el primer objetivo.

Aunque los resultados obtenidos al avanzar el proceso de investigacion desaconsejaron el
empleo de las técnicas de control propuestas inicialmente (control lineal robusto Hy,), en el
capitulo [] se presentaron leyes de control no lineales basadas en la técnica del control en modo
deslizante que presentan un grado de robustez elevado. Con la sintesis de estas leyes de control,
el tercer objetivo fue alcanzado.

Al tratarse de un modelo fuertemente no lineal, la estructura de incertidumbre para la
planta se trat6 de manera sencilla como posibles variaciones en los pardmetros inerciales (ma-
sa y momentos de inercia) y modelamiento de perturbaciones externas. De esta manera se
cumpli6 el segundo objetivo propuesto. Otras fuentes de incertidumbre no consideradas, como
dindmicas no modeladas o perturbaciones externas de otros tipos, se pueden incluir facilmente
en el modelo, y un incremento en la ganancia de los controladores serd suficiente para lidiar
con ellas, gracias al elevado grado de robustez del sMcC .

La creacién de una aplicacién basada en MATLAB para la simulacién de los modelos y leyes

de control presentados, respectivamente, en los capitulos|3|y [4] permite una sencilla validacién

99



Capitulo 6. Conclusiones y Trabajo Futuro

de los mismos, ademéas de generar una herramienta tutil tanto para la ensefianza como para
futuras exploraciones dentro de esta misma tematica, tal como se muestra en el capitulo
JaveSAT, aparte de satisfacer el cuarto objetivo propuesto, es uno de los principales resultados
de este proyecto.

De esta manera se concluye que tanto el objetivo general como los objetivos especificos
propuestos, tras la modificacién aprobada por el comité de maestria, fueron alcanzados.

Con respecto a otros trabajos similares, como [21] o |1], la principal diferencia y contribu-
cion de esta tesis es el empleo de cuaterniones en todo el proceso de desarrollo del sistema de
control, desde el modelamiento hasta la sintesis de la ley de control. El trabajo de Prieto [1]
soluciona esencialmente el mimso problema, pero se aborda desde una perspectiva completa-
mente diferente basada en modelos y leyes de control lineales, mientras que Andreis en |21,
presenta un mdoelo basado en cuaterniones, pero éste no se utiliza para realizar el control,

debido a los problemas de linealizacién encontrados.

6.2. Trabajo Futuro

Cuando este trabajo de grado fue planteado, la principal intencién, tanto del autor como del
director, fue la apertura de un area de investigacién poco tratada en al Pontificia Universidad
Javeriana. Con esta idea en mente, el trabajo que puede seguir en esta area es inmenso.

Dentro de los desarrollos directos desde esta tesis se pueden mencionar el diseno de obser-
vadores de estado robustos, no incluidos aqui segiin se mencioné en el capitulo 4] que serfan
necesarios en el caso de la implementacién real del un sistema de control. Este tema es bas-
tante interesante, y puede dar lugar varios trabajos de grado, tanto a nivel de pregrado como
de maestria. El estudio de la convergencia de este tipo de observadores de estado no lineales y
robustos es una linea de investigacién bastante activa e interesante. Aparte de esto, el modelo
de las perturbaciones externas puede ampliarse para incluir otras tales como los armoénicos
gravitacionales o el campo magnético terrestre, que también suelen afectar a los LEO.

La herramienta JaveSAT, por su parte, también puede ser ampliada para incluir el uso de
modelos tradicionales en la simulacién y de otras técnicas de control, tanto lineales como no li-
neales, permitiendo realizar comparaciones entre diferentes combinaciones planta/controlador.
La estructura modular del simulador permite que esta tarea sea desarrollada con relativa faci-
lidad. Otra posibilidad de expansién consiste en transportar los algoritmos a otro lenguaje de
programacién, de manera que se obtuviera una aplicacién stand-alone que no requiera tener
instalado MATLAB para su ejecucion.

Otras areas de gran interés en el campo espacial, que podrian ser exploradas a la luz
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de estos modelos, podrian ser, por citar un par de ejemplos, los problemas de rendezvous o
acoplamiento entre naves espaciales, o el control de formaciones o constelaciones de satélites.
En el primero se requiere un delicado control para asegurar que las trayectorias de dos naves se
intersectan en el puto adecuado, en la direccién correcta y con nula velocidad relativa, lo que
plantea una gran cantidad de retos al exigir una enorme precisiéon al controlador. El segundo
problema consiste en coordinar un grupo de satélites de marea que mantenga una posicién

relativa exacta entre ellos, a la vez que se mueven en una trayectoria comin.
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