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Prefacio

El objeto de estudio de este trabajo de grado serd la transformada de Radon,
la cual fue introducida por el matemético austriaco Johan Radon (1887-1956) en
1917. Diversas aplicaciones existen, entre ellas estan la tomografia, astronomia y
geofisica, para méas detalles sobre aplicaciones ver por ejemplo [1].

En el capitulo 1 seran introducidas las coordenadas polares generalizadas, estas se-
ran fundamentales en el desarrollo del problema de inversién para la transformada
de Radon. Hablaremos brevemente sobre las funciones Gamma y Beta mencionan-
do algunas de sus propiedades mas importantes.

En el capitulo 2 hablaremos sobre las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville,
las cuales son una generalizacion de la integral iterada. Las integrales fraccionarias
seran de gran importancia, esto debido a que la férmula de inversién seré escrita en
términos de estas. Ademaés, daremos dos soluciones explicitas a la ecuacién integral
de Abel.

En el capitulo 3 generalizaremos la nocién de integral fraccionaria introduciendo
los potenciales de Riesz, motivando su estudio mediante el Laplaciano fraccionario
y la transformada de Fourier. Ademas estudiaremos el espacio de Lizorkin, el cual
serd un subespacio del espacio de Schwartz de R™ invariante bajo la acciéon del
operador de Riesz.

En el capitulo 4 se introducira la transformada de Radon en el espacio tridimen-
sional y hallaremos una férmula de inversiéon en términos del Laplaciano. El caso
n-dimensional serd dividido en dos partes, primero consideraremos funciones ra-
diales y posteriormente funciones arbitrarias. Para el caso radial seran usadas las
integrales fraccionarias de Riemann-Liouville y la integracién polar desarrollada
en el capitulo 1. Para el caso arbitrario se definira la transformada dual de Radon
y concluiremos con una férmula de inversion usando potencias fraccionarias del
operador Laplaciano.
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1 Notacidn

EL conjunto de los niimeros reales positivos serd denotado por R, es decir, R, =
{r € R:z > 0} . El simbolo Ny denota los niimeros naturales no negativos. Para
n € N con n > 2 definimos la esfera n-dimensional como S"! = {z € R" : |z| = 1}
donde |z| es la norma euclidiana. O(n) denotaréd el grupo ortogonal de matrices
A € M,(R) que satisfacen A - A" = I,,, donde A’ denota la matriz transpuesta de
A e I, es la matriz identidad de tamano n. Si A € O(n) entonces det(A) = £1, el
grupo especial ortogonal SO(n) son las matrices ortogonales con determinante 1.

Para n € Ny z € R definimos el simbolo de Pochhammer

(@) =ax(x+1)---(x+n—1). (1.1)

Dada f € L'(R") y g : R® — R acotada definimos la convolucion de f y g,
denotada f * g como

(fx9g)(x) = /f(y)g(fc —y)dy.

Decimos que una funciéon f : R" — R es de clase C* si la k-ésima derivada existe
y es continua. El conjunto de todas las funciones de clase C* es denotado C*(R").
Decimos que una funcion f : R® — R pertenece al espacio de Schwartz S(R™) si
f es infinitamente diferenciable y

sup {|z*97 f(x)| : para todo a,y € Ny} < oo,
rzER?

donde Nj :={a = (aq,...,ap) : o € No}, 2% := 2" -2, DV f =

y =

Decimos que f(z) = O(g(x)) cuando (z — 00) si existe A > 0y zy € R tal que
|f(x)] < Alg(x)| para todo = > zp, dado un f > 0y f : R® — R definimos
Cs(R™) ={f : f es continua y f(x) = O(|z|7")}.






2 Preliminares

Sea A € O(n) y A; la i-ésima fila de A, como AA" = I, se cumple que A; - A; =
d;; donde 0;; es la delta de Kronecker. Esta relaciéon nos dice que las filas de A
son vectores unitarios mutuamente ortogonales, andlogamente las columnas de A
también serédn vectores unitarios mutuamente ortogonales.

SiAe SO(n)yxe S™ ! tenemos una accion natural del grupo SO(n) sobre S™!
dada por la multiplicacion a izquierda, i.e, Axx := A-z donde x : SO(n)x S"~! —
S"~1 es la accion de grupo y - es la multiplicacion usual de matrices. Note que la
accion estd bien definida pues |A - z| = 1si z € S" L.

Demostraremos que esta acciéon es transitiva.

Lema 2.0.1. El grupo SO(n) actia transitivamente en S"~1, es decir, dados x,y €
St existe v € SO(n) tal que yx = y.

Demostracion. Mostraremos primero que para § € S"! existe p € SO(n) con
pen, = 0. Sea § € S*71 existen B!,..., B"! tal que {B',..., B"! 0} es una base

para R™. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt encontramos A!, ..., A" ! tal que
{AY, ..., A""1 0} es una base ortonormal para R™. Sea p la matriz cuyas columnas
son Al ... A""1 0. Es claro que pe, = 6 y como las columnas de la matriz p son

vectores unitarios mutuamente ortogonales, se sigue que p € O(n). Cambiamos A’
por —A? si es necesario para obtener det p = 1.

Para el caso general sean z,y € S"!, existen o, 3 € SO(n) tal que ae, = =y
pBe, =y. Tome v € SO(n) con v -« = 3, entonces

’}/ZE:’)/'CVGn:BGn:y,

lo cual termina la prueba. O



2 Preliminares

2.1. Coordenadas polares generalizadas

Sea v € R" y x1,...,x, sus coordenadas cartesianas. Las coordenadas polares
r, 01, ..., pp_1 del punto x se relacionan mediante las féormulas

X1 = 7 Sin 1 Sin Qg -+ - SN Y, 9 COS Y1

To = 7 SIN (P SIN Yg -+ - SIN Y, 2 SIN Y, 1
: (2.1)

Tp_1 = 7SI 1 Sin Yy

Xy = T COS (1,

donde 0 < p; <7mparal <i<n—-2y0< g, <2t Cada z # 0 se puede
escribir de manera tnica como x = rf donde r = |z| y 0 = [ € S"1. Esto nos
dara una funciéon continua biyectiva entre R™ — {0} y RT x S"~1.
Los ntimeros ¢1,...,¢,_1 son llamados las coordenadas esféricas de 6. Podemos
relacionar las coordenadas esféricas con las coordenadas cartesianas 64, ..., 0, me-
diante las siguientes férmulas

Cosgpk:%, sinwkzr—k, Tk:(9%+...+0i)%. (2.2)

Tk+1 Tk+1

Si tenemos el par (r,0) con r € Rt y § € S"~! de (2.2) obtenemos las coordenadas
esféricas p1,...,¢, 1 de 0 y de (2.1) las coordenadas cartesianas del punto = €
R™ — {0} . En consecuencia, obtenemos una funcion biyectiva continua entre R" —
{0} y RT x S"~1. Omitiremos la demostracion del siguiente lema, para mas detalles
ver por ejemplo |2, pp.279-281] o [3] .

Lema 2.1.1. Eziste una tnica medida de Borel p sobre S™', invariante bajo la
accion del grupo O(n) tal que

/F(a:)dx = /Oornldr / F(r0)du(0). (2.3)

Con invarianza bajo la accion del grupo O(n) queremos decir que para v € O(n)
se cumple que

| 1oy = [ 1@)du).
Sn—1 Sn—1

Recordemos que dado un grupo de Lie G (una variedad diferenciable con una
estructura de grupo donde la operacion del grupo y la inversion son suaves) existe



2.2 Integrales Fulerianas

una medida invariante a izquierda y a derecha, esta medida es conocida como
la medida de Haar, para mas detalles ver por ejemplo [4, 5]. Con invarianza a
izquierda queremos decir que, para f : G — R y para todo s € GG tenemos

/fsa:du /f )dp(x

Como SO(n) es un grupo de Lie, existe la medida de Haar denotada d invariante
a derecha e izquierda con |, so(n) @y = 1. El siguiente lema relaciona la integracion
sobre la esfera n-dimensional con la integracion en el grupo SO(n).

Lema 2.1.2. Sea f € L'(S™Y), entonces para todo u € S*1 se cumple que
[ 1O =0, [ ey, (24
Sn-1 SO(n)
donde 0,1 = [gn-1 db.

Demostracion. Como [,y dy =1 tenemos

[ o= | @ ] 16

Sn—1 SO(n) -1
= / de / flyu)d
Sn—1 SO(n)
/ flyuw)dy,
SO(n)

se realizo el cambio de variable 8 = yu. Veamos que esto es independiente de u. Si
v € S" 1 existe p € SO(n) tal que u = pv, de la invarianza de la medida de Haar

obtenemos / fyu)dy = / flypv)dy = / flyv)dy.

S0(n) SO(n) SO(n)

2.2. Integrales Eulerianas

Estudiaremos las integrales eulerianas de primer y segundo tipo (funciéon Beta y
funcion Gamma respectivamente) pues sus propiedades seran de utilidad en el
capitulo 4.



2 Preliminares

2.2.1. Funcién Beta

Definicion 2.2.1. Para a,b € R con a,b > 0 definimos a la funcion Beta de
pardmetro a,b por la integral

B(a,b) = /x“’l(l —z)"da. (2.5)

Realizando el cambio de variable © = ﬁ obtenemos

o0

B(ajb)=0/(1i3>a_l<1is> 1+s /s+1a+b (26)

0

si hacemos el cambio de variable x = sin? @ de (2.5) se sigue

sin®* 1 9 cos?® 1 6d6.

Il
[\
O\wb\

La funcion Beta es simétrica respecto a las variables a y b, es decir, B(a,b) =
B(b, a), esto se deduce del cambio s =1 — x.

Lema 2.2.1. Para a,b > 0 se cumple que

b—1

B<a’b):a+b—1

Bla,b— 1), (2.7)

(2.7) se conoce como la formula de complemento para la funcion Beta.

Demostracion. Aplicando integracion por partes a (2.6) tenemos

7 1 sot N a—1 T s92ds
/ s—|—1a+b a+b—1(s+1)a+b—10 a—l—b—lo (s + 1)ato-1
1 sa~t a—1
=— 1i B(a—1,b
a+b—1sirg°(s+1)a+b—1+a+b—1 (a=1,5)
a—1
= ——— B(ba—1
a+b_1 (70’ )7
el limite de la segunda igualdad es cero pues b > 0. O]



2.2 Integrales Fulerianas

Si tomamos b =n € N, de la formula de reduccion (2.7) se sigue que

n—1 n—2 1

B = . e B(a,1 2.8

(an) a+n—1 a+n—-2 a+1 (@1), (28)

notemos que B(a,1) = [j 2% 'dx = L. Si tomamos a = m € N de (2.8) obtenemos
— 1! — Dl(n—1)!

B(m,n) = (n=1) = (m = Dln = 1) . (2.9)

m(m+1)---(m+n—1) (m+n—1)!

Para 0 < a < 1 se puede demostrar la formula de complemento para la funcion
Beta, ver por ejemplo [6]

T
B(a,1—a) = : 2.10
(a,1—a) sin(am) (2.10)
2.2.2. Funcién Gamma
Definicién 2.2.2. Para a > 0, definimos a la funcion Gamma como
['(a) = /e‘xw“_ldx. (2.11)

0

Observaciéon 2.2.1. Como para A > 0 la integral fOA z%dm existe st A < 1, la fun-
cion Gammoa estd bien definida para a > 0. Puede probarse que la funcion Gamma
es continua e infinitamente diferenciable, para mds detalles ver por ejemplo [7,

p.18].

Realizando integracion por partes en (2.11) podemos escribir

[e.o]

1
[(a) = /e_xxa_ldx = —e “z°
a
0

° 17 T(a+1
+ f/e_xx“dx = Dla+l) ),
o ay

a
obtuvimos la ecuacion funcional I'(a 4+ 1) = al'(a). Iterando esto tenemos
Fla+n)=(a+n—1)(a+n—2)--(a+1)al'(a), (2.12)

tomando a = 1 y del hecho que I'(1) = 1 concluimos que I'(n + 1) = n! para
n € N.
Del cambio de variable z = log(1/s) en (2.11) obtenemos

(a) = /1 <10g i)a_l ds. (2.13)
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Sea z > 0 fijo y definimos f(t) = 2!, como la derivada de f es f'(t) = z'logz,
tomando ¢t = 0 obtenemos
ot —1

’ 1
= i (@~ D,

logx = }lg%
de la identidad log(%) = —log x se sigue que

1 3 1
log o= dm (1 —zw)u, (2.14)
reemplazando (2.14) en (2.13) y formalmente intercambiando el limite con la inte-
gral tenemos

1 1
[(a) = lim [ n"*(1— 2)* 'dr = lim n“/xa_l(l — )" 'dz = lim n*B(a,n),

n—00 n—00 n—00
0 0

de (2.8) obtenemos

L n*(n — 1)!
M)_J%a(a+1)(a+2)---(a+n—1)‘

La sucesion de funciones f,(z) = (1 — z7)n es creciente y la permutacion entre
la integral y el limite se sigue del teorema de convergencia moné6tona de Lebesgue.

Observacion 2.2.2. Sabemos que la definicion (2.11) solamente es vdlida para
a > 0 pero usando (2.12) podemos extenderla al semieje negativo. Usando el simbolo
de Pochhammer (1.1) podemos escribir a (2.12) como

['(a+n)

(a)n ,

por medio de (2.15) extendemos la funcion Gamma para a < 0, excepto para los
enteros negativos pues (1.1) es cero para © € Z,x <0 yn > —z + 1.

I'(a) = (2.15)

Como I'(k) = (k — 1)! para k € N, podemos escribir a (2.9) como

D (m)T(n)

B(n,m) = m,

esta ultima formula seguird siendo valida para a,b > 0 arbitrarios.



2.2 Integrales Fulerianas

Lema 2.2.2. Para a,b > 0 tenemos
['(a)L'(b)

B(a,b) = Tath)

(2.16)

Demostracion. Sean a,b > 0, de (2.11) se sigue que

r—1 0

F(T’) :/e—x’x B d.ﬁU:/e_(l—H)ny_ldy
oy ) G ’

se realiz6 el cambio de variable z = (1 + t)y. Tomando r = a + b, tenemos

Cla+b) T
(a+0b) :/ef(lth)yyaerfldy,
0

(1 +¢)atd

multiplicando ambos lados por t*~! e integrando desde 0 a infinito, por (2.6) ob-
tenemos

o0 o

I'(a+b)B(a,b) = /t“_l/e_(1+t)yy“+b_1dydt

0
oo

e yya—l—b—l/ —tyta—ldtdy

a
<a /6 Z/ya-i-b 1dy
y 0

= I'(a)I'(b).

0\8 =}

)1

Esto muestra lo que queriamos O

Por la formula de complemento para la funcion Beta (2.10) y (2.16) para0 < a < 1

tenemos
s

Fa)l'(1—a)= (2.17)

sin(ar)’
la expresion (2.17) es conocida como la férmula de complemento para la funcion
Gamma.

Como una aplicacion hallaremos el area superficial de la esfera y el volumen de la
bola n-dimensional. Por definicion el area superficial es [¢.—1 df = 0,,_;. Definamos
F(z) = e 1"I” entonces

/F(x)dx - /e*\x|2dx . /e*<w%+~-+w D H/ dr; = 1%, (2.18)
R™ R7

R =l
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por otra parte

= 2ot /6758%(”*1)5*%&9 (2.19)

de (2.18),(2.19) y (2.3) obtenemos

La bola n-dimensional de radio r se define como B> = {x € R" : |z| < r}. Sea
V,, el volumen de la bola de radio 1, usaremos el mismo método que se uso para
hallar el area superficial de la esfera. Usando coordenadas polares (2.3) tenemos

1

1
Vn:/dx:/r"_ldr / o = - / do. (2.20)
Bn 0 Sn—1 nsn—l

Sea F(z) = e I’ de (2.3) y (2.20) obtenemos

/e"z'de = /r"‘le_Ter / do = nF2(2)Vm (2.21)
Rn 0 Sn—1
de (2.18) y (2.21) se sigue que
nz
Vo= =—. 2.22
L(1+3) (2.22)
S5i V7 es el volumen de la bola de radio r, entonces
7z
VT' — n
Y

10



3 Integral fraccionaria de
Riemann-Liouville

La integral fraccionaria de Riemann-Liouville serd de gran importancia en nuestro
trabajo, mas especificamente, en la formula de inversion para la transformada de
Radon.

3.1. Motivacion

En lugar de dar la definiciéon de la integral fraccionaria directamente, veamos como
la misma surge de manera natural. Sea f : R — R una funcién continua, a € R

fijo y n € N. Definimos
T T Tn—1
- // / F(@n)dn - -~ dapday,

queremos mostrar que esta integracion iterada se reduce a una sola integral. Més
especificamente mostraremos que

T T

// / flzp)dz, - - deodry = 'if — )" dt. (3.1)

Esta tltima expresion es conocida como la formula de Cauchy para la integracion
iterada.

Procederemos por induccion sobre n. El caso base es obvio. Supongamos que la
formula es valida para algin n € N, por la regla de Leibniz para la diferenciacion
bajo el signo integral, notese que

OZ[; <;!/f(t)(:v—t)"dt> /f . (3.2)

11



3 Integral fraccionaria de Riemann-Liouville
De (3.2) tenemos

Jan // /f l’n+1 dCEnH ~dxadxy

_/ n—l /f .Z'l—t>n 1dtd331,

_ / o <n‘ / F(6) (2 —t)”dt> d,

= [ o) oy,

esto finaliza la prueba.

3.2. Integrales fraccionarias

Definicién 3.2.1. Sea f una funcidn integrable en un intervalo finito [a,b]. Para
a > 0, definimos las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville como

(1200 = oy |

- ; gj) - 33
o 1 f(y)dy
BN = g7 | G

Si @ = n es un nimero natural, entonces la integral (I, f)(z) es justamente la
mtegral iterada (3.1).

En lo que sigue, necesitaremos con frecuencia conocer el valor de cierta integral
asi que vamos a calcularla antes de continuar. Para a € Ry § > 0 tenemos

T

/(y —a)’ Nz —y)* 'dy = B(a, B)(x — a)**7 7, (3.4)

a

del cambio de variable y —a = s(z — a) y (2.5) obtenemos

T 1

[(y=ay @ —y)ldy = [ (@ =) (1= )" ds
a 0
B

(0, B) (& — @)™,

12



3.2 Integrales fraccionarias

Veamos un ejemplo

Ejemplo 3.2.1. Sea f(z) = (z —a)’~* con B> 0 y calculemos I, f . De (3.4) y
(3.3) tenemos

12, 1)@) = foy [= 0w =)y
_ -0 B(a,)
I'«)
_ -t (p)
I'(a+p)

Las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville satisfacen la propiedad de semi-
grupo, es decir

Lema 3.2.1. Sea f € L'(a,b) y o, 3 > 0, entonces

I I f =177 f (3.5)

Demostracion. Cambiando el orden de integraciéon obtenemos
x Yy
1 dy f(t)dt
o 18 f)(z) = / /
Uaclee D) = 5053y ) =gy ) G- 017

“ @ {0 e

de (3.4) y (2.16) se sigue que

1

T(a)L() / F)B(a, B)(z — )~ dt

([g+ff+f)(x) =

s 8

13



3 Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Continuaremos con los operadores de derivaciéon fraccionaria, estos operadores se-
ran inversas a izquierda para los operadores definidos en (3.3). Consideremos la
integral fraccionaria (3.3)

1206 = iy | Gy 59

(67

Supongamos que 0 < « < 1, multipliquemos a (3.6) por (z — x)~®, integremos

desde a hasta z y cambiemos el orden de integracién

nahf<jfwxx—yw—u%>@—xr%m::n;)jfwnfw—ww*@—@ﬂwﬂw7

de (3.4) y (2.16) tenemos

1 7 z - B L
F(a)a/f(y)dyy/(x—y) (z —x) dx:l“(a)a/f(y)B(l_a’a)d?/

= T(1—a) [ fy)dy.

derivando respecto a z recuperamos la funcién f. De esta manera si definimos el
operador
1 d [ flydy
Do - - ¢ / AL
(Dai /) (@) (1 —a)dx J (x —y)>
Obtenemos (Dg, I, f)(x) = f(x). Luego de esta motivacién definamos las deriva-
das fraccionarias.

)

Definicién 3.2.2. Para 0 < a < 1 definimos las derivadas fraccionarias de
Riemann-Liouvile para una funcion f definida en (a,b) como

(fo+ )(z) = mdw
X (3.7)
1 d/ fy)dy

I'l—a)dx /) ( '

T

(Dy-f)(z) = -

Extendemos esta definicion para o > 0 arbitrario de la siguiente manera. Sea
m = |a] la parte entera de a, sea 0 < f < 1 con @ = m + (. Entonces definimos

(D3 f) (@) = (d/da)™ (L7 f) (),

3.8
(Di_f) (@) = (—d/dx)™ (1, f) (), &)

14



3.2 Integrales fraccionarias

si a« =m € N entonces D2, f = (L) f y Dy f = (—-L)"f. La definicion (3.7) se

realiza para funciones adecuadas.
Ejemplo 3.2.2. Tome f(x) = (x — a)® con B > —1, mostraremos que

o ey T+ D=0y
(LN = G a1

Pasemos a los detalles, sea o = m + ay donde m = |«]. De (3.8) tenemos
(D2 () = (d/da)™ (L™ f)(x),

calculemos primero (I.;*°f)(z). De (3.4) obtenemos

T

(117 f)(x) = mi) -0 - pyay
_ B(l + 57 1-— Oéo)(x — a)ﬁ*OAOJrl
- F(l - Oéo)
B+ 1)(r— a)f—ao+l
- ['(B—ap+2) ’

en consecuencia

T — )P0+l
(Dg+ )(Z[‘) = (d/dl')m+1 (F(B ;_(;)i o _I_)Q) )
_ FB+1)(B—ag+1)(B—ap) - (B—ag—m+1)(x—a)l™
F(ﬁ—Oé0+2)
_ FB+1)(B—ag—1)(B—ag—2) - (8—ay—m+1)(x — a) 0™
B—a—1)(B—-—ag—2)-(—ay—m+ 1I'(f—ag—m+1)
_T@B+1)(z—a)
- T(B—a+1)

La igualdad T(f —a+2)=(B—ag+ 1)(B—ap)(B—ag—1)(B—ap—2) - (8 —
ap—m~+ 1)I((8 — ap —m + 1)) nos permite el paso de la igualdad dos a la tres.

Demostremos que el operador D es el inverso a izquierda de I, .

Lema 3.2.2. Sea f € L'(a,b) y a > 0, entonces
(Do Lay (@) = fz),  (Dy_fy f)(x) = f(x),

para casi todo = en el intervalo abierto (a,b).
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3 Integral fraccionaria de Riemann-Liouville
Demostracion. Sea m = |a], @« = m + ag. De (3.5) y el hecho que (d/dx)™((z —
y)™) = m! se sigue que

DI f = (d/de)™ M T8 f = (d/dx)™ T I f = (d)dx) I, f = f. (3.9)

Del teorema de diferenciacion de Lebesque (3.9) es valida casi todo punto. Para
més detalles ver por ejemplo [8]. ]

Definicién 3.2.3. Sea f : Ry — R una funcion definida en el semieje positivo.
Tomando a = 0 en (3.3) tenemos

500 = 1 [ & 1 (3.10)
ademds, definimos
i)

(Dif)(:c)zml_a);; [y,

do N (3.11)
. 1
(DN = ~F1 =l ds / G

3.2.1. La ecuacién integral de Abel

En esta seccién nos centraremos en resolver dos tipos de ecuaciones en integrales
fraccionarias, més especificamente la ecuacion

o 1 / u(y)dy
(FLu)() = g / ( = v(a), (3.12)

) W=t

podemos aplicar formalmente el operador Dy obteniendo u(x) = (Dj_v)(z). Para
aplicar el operador D;* debemos asegurar que la funcién v pertenece al rango de
I, una condicion suficiente es tomar v : [a, b] — R absolutamente continua. Para
més detalles ver por ejemplo [9].
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3.2 Integrales fraccionarias

Teorema 3.2.1. Sean u,v € S(R™), la solucion a la ecuacion (3.12) viene dada
por

uw) = () @), (3.13)

donde m € N, m > a.

Demostracion. Por la propiedad de semigrupo (3.5) obtenemos
L' v =L""“Iu=I"u,

en consecuencia

(-5) @ = (-4 ) 5
() () )
_ <_;;) <(m ! N /b u(y)(—d/dz)™( x)’"‘1>dy>
~(-) [t
— u(x). '
Esto termina la prueba. H

Ahora consideremos la ecuacién

o) — L [ uwdy
(I_U)(.I’) - F(Oé) a[ (y—l’)lfa - ( )?

si tomamos limite cuando b — oo en (3.13) obtenemos la solucion

u(w) = <_jm>m (™) (z), (3.14)

la formula (3.14) sera usada en la solucion al problema de inversiéon para la trans-
formada de Radon. Continuemos con la ecuacién

(I20)(@) = Foo / S — (o) (315)

(3.15) es conocida como la ecuacion integral de Abel, escribiremos la solucion a
(3.15) usando convolucién.
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3 Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Ejemplo 3.2.3. Sea 0 < s <1ya >0, sea g € C'(R) una funcion de clase C* con
9(0) = 0. Queremos resolver la siguiente ecuacion para x € [0,a] y f:1]0,a] — R

g(fv):/ f) dt, (3.16)

) (@1

note que en términos de la ecuacion de Abel (3.15) esta ecuacion es g = I'(1 —
s) 137 f. Multipliquemos la ecuacion (3.16) por (y — x)*~' e integremos desde 0 a
y. Cambiando el orden de integracion obtenemos

/y (y i<i;15 dx

Ot —e O —

(3.17)

i dz
100 G =

para la integral interna hagamos el cambio de variable v —t = u(y — t), entonces
de (2.16) y la formula de complemento para la funcidn Gamma (2.17) se sigue que

sin(7s)

Yy 1
/x—t / W = Bl —s,5) = ——,  (3.18)

reemplazando (3.18) en (3.17) y derivando respecto a la variable y, tenemos

sin(7s)

df 9@ o« df.. .. =«
0/ —dr = sin(ﬂs)dyo/f(t)dt_ i T (319

(y —x)t—s dy ) (1—1t)~

sy* g(yt) + ty*g' (yt)
= dt 3.20
/ (1—¢)i-s (3:20)

i )+ )
/ g —dux,
0 Z/

d/y g(x) dm:d/l(ysg(yt)sdt

por otra parte, mostraremos que

/y(ys—g(xx))l‘dxzfy st) —/y (@) 4, (3.21)

NS
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3.2 Integrales fraccionarias

Note que [§ (yygx —dy — fo o )1 ) dx = J¢'(x)(y —x)*dx. Realizando integracion

por partes en esta ultima integral obtenemos

Y Y

/yg —xz)’dr = (y —z)°g(x)|) + /sg(x)(y — )t = /(ysg(x)udxv

0 0 _:E>

esto nos muestra que [J (yygz(af _ fo zg’ gf)sdx = fo s9(z ot ) dx. Multiplicando por

(y—
Q obtenemos (3.21).

La igualdad (3.21) es equivalente a

f sg(x) + zg (z) B ()

0/ yly — o)1= d“”""O/ y—o—="" (3.22)
reemplazando (3.22) en (3.20) tenemos

d [ /

dyo/ (y - 0/ (3.23)

reemplazando (3.23) en (3.19) concluimos que

[ g pe T
o/ (y — m)lfsd N sin(ﬂs)f(y)’

finalmente, la solucion a (3.16) viene dada por

fly) = Sl /y (3.24)

0

Nuestro objetivo era solucionar la ecuacion de Abel (3.15) usando la convolucion,
ast que, sea 0 < s < 1 y definamos

‘,L.sfl

— st >0
¢s(x) == F(S)

0 st <0

1 €T
Note que (f*x1,)(x) = / f<y)1 dy. Para 0 < k <1 la ecuacion g = f*y

0 | -
con g(0) = 0 tiene como solucion f = ¢ x Y_y. FEsto se sigue de la solucion a

3.16) dada por (3.24) tomando f como == y s como 1 — s.
I'(s)
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4 Potenciales de Riesz

4.1. Motivacidon

Los potenciales de Riesz nos permitirdn escribir explicitamente la transformada
inversa de Radon en términos de estos. Necesitaremos las propiedades basicas de
la transformada de Fourier.

Definicion 4.1.1. Sea f € LY(R"), definimos la transformada de Fourier de f en
el punto & como

FUNE) = [ J@)e =<, (4.1

donde x - £ = szﬁz Por simplicidad, usualmente escribiremos f(f) en lugar de

FHe.

Dada una funcion f definida en R™ podriamos fijar n — 1 variables y tomar la
transformada de Fourier respecto a una variable especifica, esto serd denotado por

F2,(€). Ver (5.3).

La funciéon f(z) = e ™ es un punto fijo de la transformada de Fourier, es de-
cir, F(f) = f, este simple hecho sera de gran utilidad posteriormente. Para una
demostracion de esto ver por ejemplo [10].

Definicién 4.1.2. Sea h € R” fijo y a € R. Definimos el operador traslacion T,
por (thf)(x) = f(x — h). Definimos el operador &, por (6.f)(x) = f(ax).

Enunciaremos las propiedades basicas de (4.1)

Teorema 4.1.1. Sean f,g € L'(R") y o, 3 € C. Entonces

a) Flaf + B9)(€) = aF()(&) + BF(9)(E)-
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4 Potenciales de Riesz

b) F(mf)(€) = e EF(f)(€).

¢) F(em=hf)() = f(€+h) = (T f)(E).
d) F(0af)(€) = lal "f(£) = la] " (6a1 F)(©).
e) F(f*9)(&) = F()(€)- Fl9)(©):

f) Sip € O(n) entonces F(f o p)(€) = f(pt).

Decimos que f es una funcion radial si f o p = f para todo p € O(n), es decir,
si || = |y| implica f(z) = f(y). Del Teorema (4.1.1)(f) notamos que si f es
una funcion radial entonces f es también una funciéon radial. Estableceremos mas
propiedades de (4.1).

Teorema 4.1.2. Sea f € L'(R"), entonces

a) Las derivadas parciales de f existen y satisfacen la relacion

_9f(©)
0%~

mds aiin, si [ € C*(R"™) entonces para o € NJ con |a| < k es vdlido que

F(=2mizy.f(x))(E)

~

F((=2ma1)* f(x))() = 9°f(£).

b) Supongamos que Q) ¢ LY(R™), entonces

oxy,

F (jf) (€) = 2mic f(6), (12)

mds ain, si f € C*(R"™) entonces para o € NP con |a| < k se cumple que

~

F(O*)(€) = (2mig)* f(£).

El siguiente resultado serd de gran importancia en lo que sigue, el cual es una
consecuencia del teorema de Fubini.

Teorema 4.1.3. Sean f,g € L'(R") entonces

[ @@ = [ 1@)g(@)dz. (43)
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4.1 Motivacion

La relacion (4.3) es conocida como la Formula de multiplicacion para la transfor-
mada de Fourier. Definamos la inversa del operador (4.1).

Definicién 4.1.3. Sea f € L'(R"). La transformada inversa de Fourier de la
funcién f en el punto &, denotada por F~1(f)(€) o f(£) se define por

7©) = [ fla)ei=sds. (4.4)

Finalizaremos enunciando la conocida féormula de inversion de Fourier.

Teorema 4.1.4. Sea f, f € L'(R"). Entonces

fw) = [ emeefe)ae. (45)

R"

Para mas detalles sobre la transformada de Fourier y las demostraciones corres-
pondientes a todos los resultados aqui mencionados, ver por ejemplo [10].

Sea Af =", % el Laplaciano de f, de (4.2) tenemos
Z\ _ = ('327f ) o7 A-21¢12 F
~B1() = = Y0 55(8) = 4n2 3 € F(©) = an*IelE(©),
i=1 7 =1
esta ultima expresién nos motiva a definir, formalmente, el Laplaciano fraccionario
como

TN, &
—A= (&) = (2]z))7f(©). (4.6)
Tomando § = —a podemos escribir (4.6) usando convolucién como k;;f donde

ko = FH(€]7%(2m) ™). Nuestro objetivo sera hallar k, y para esto procederemos

de una manera puramente formal dejando el rigor para secciones posteriores (note
que |z|™* ¢ L'(R")). Del Teorema (4.1.1)(d) obtenemos

F(- 1)) = [t F (- [7)(&),

usando esto tenemos

—a a—n —a 5 a—n
F(- @) = (1) () = el @)
Notemos que C(n, ) no depende de & pues F(] - |7) es constante sobre S™~! al

ser una funcion radial. Para hallar C'(n, @) usaremos la formula de multiplicacion
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4 Potenciales de Riesz

para la transformada de Fourier (4.3) junto con el hecho de que la funciéon e~
es un punto fijo de (4.1), es decir, F(e ™1")(&) = K. Mas concretamente

/e*ﬂxmx’*adx = /e’”‘xﬁc(n,aﬂx’a*nd:&
Rn Rn

usando coordenadas polares (2.3)

oo o0

2 _
O’n_l/6 mripn—elge — g 1Cna/e wr? rotdr,

0 0

del cambio de variable s = 772 estas integrales pueden ser escritas en términos de
la funcion Gamma (2.11), por lo tanto

C(n,a) = (4.8)

T

La funcion | - |7 es una funcion par y asi F(|-|7®) = F (] - |7*). Como k, =
“1(€]7*(2m) "), de (4.7) v (4.8) obtenemos

%F( ) |:L,|a—n

() mla)

Fa(z) = (27) a]* "5

donde . )
2%m217(4
Tole) = — e (4.9)
['(#3%)
Note que los valores n,n+2,n+4,... son polos para 7,(a). Finalmente, podemos
escribir (Tomando = —a)

~AEf (@) = (ka # ) (@),

4.2. Operador de Riesz

Nuestro objeto de estudio en este capitulo sera el operador potencial de Riesz

Definicién 4.2.1 (Potencial de Riesz). Supongamos que f : R" — R es una
funcion suficientemente buena, n > 1 ya €R con 0 < a < n.
Definimos el operador potencial de Riesz como

(1)) = (o * o) = /‘x_ =t (4.10)
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4.2 Operador de Riesz

donde ko () = 212y, (0) = TR

En la definicién anterior no somos muy claros con el término “suficientemente bue-
na”, asi que, queremos encontrar un espacio adecuado para que el potencial (4.10)
tenga sentido.

Lema 4.2.1. Sea 0 < o« < n y f > 0. Supongamos que f € Cg(R"), si f > «
entonces (I*f)(x) es finito para todo x € R™. En particular si f € S(R™) entonces
(I*f)(x) es finito para todo o € R con 0 < a < n.

Demostracion. Supongamos que 5 > a 'y |z| < R, veamos que |(I*f)(x)| < oo.

1
(1)) < [ s [y r

(@) y|<2R \>2R

para ver que [ es finito, notemos que si realizamos el cambio de variable z = x —y
entonces |z| = |z —y| < |z| + |y| < 3R para |y| < 2R. Como |f(y)| < A para
ly| < 2R tenemos

A dy A dz
N | e | e
T Lan Y T zan 1P

la dltima integral es finita pues 0 < n — a < n. Veamos que J es finito, como
f(y) = O(Jy|™") existe una constante C' > 0 tal que |f(y)| < Cly|™? . Ademas,
para |y| > 2R tenemos

|m Y|
lz—yl >yl —|z| > Jy| - R>|y| — -

asi J J
<o [ o< [ <
ylPle — y[ne ly[rro-e
ly|>2R ly|>2R
esta ultima integral existe pues § — a > 0. Esto finaliza la prueba. O
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4 Potenciales de Riesz

4.3. Transformada de Fourier del potencial de
Riesz

En nuestra motivacion al estudio de los potenciales de Riesz (Seccion 3.1) definimos
formalmente el Laplaciano fraccionario mediante la ecuacion

CAEF(E) = 2l F(€),

ademas hallamos una funcién k, tal que I* = k, * f cumplia que

(Tf)(€) = @rle) ™ F(©). (4.11)

Todo esto se hizo de una manera formal y nuestro objetivo en esta seccion serd
mostrar rigurosamente (4.11). Esto se entendera en el sentido distribucional como
veremos pronto.

Dado un a > 0y f : R® — R recordemos que el operador ¢, es definido por
(6.f)(z) = f(az). Sabemos que la funcion f(z) = e ™ es un punto fijo de (4.1),
entonces si definimos g(z) = e~™* = = (6af)(x) del Teorema (4.1.1)(d) se sigue
que

/g(f) — afgefrr@ — afgg <§> ) (412)
a
Teorema 4.3.1. Sea 0 < a <n y S(R") el espacio de Schwartz de R™. Entonces

(a) La transformada de Fourier de |x|*™™ es (2m) %y, (@)|z|~%, la cudl se entiende
en el sentido distribucional, i.e. si p € S(R™) entonces

[ @) em(a)lalw( dx—/|x|m

R"

(b) Se cumple que I/O‘Tf(x) = 2r|z))"f(x) la cudl se entiende en el sentido dis-
tribucional, i.e. si f,p € S(R™) entonces

[ n@e@)dz = [(2r) el f@)e(z)da.

R™ R™

Demostracion. (a) De (4.12) y la férmula de multiplicacién para la transformada
de Fourier (4.3) se sigue que

/e_m\x|2@(x)dx — ot / e~ p(z)dr, (4.13)

Rn Rn
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4.3 Transformada de Fourier del potencial de Riesz

si multiplicamos (4.13) por a”z" ! e integramos con respecto a a sobre el

semieje positivo, del teorema de Fubini se sigue que

/ <7e7raac| lda> P(x)dx = / <76”;ﬂ2 aglda> o(z)de.

Rn 0 Rn 0

Notemos que, realizando un cambio de variable podemos escribir las integrales

internas como
o0

/ el " 1 g = (7r]3:|2)a75nF (n ; a) ,
0

/e_ “2z|oT (%) ,
0

/ " @(a)de = 73T (Z) [ lal “e(e)do

Rn

en consecuencia

por lo tanto

Note que esto implica que kq(z) = (27?)_‘”\3:]_0‘.

De (a) se sigue que

1 1
a—n . d —
%(O‘)R[ ly|* " f(z — y)dy -

donde ¥(y) = f(z —y). De la definicién de la transformada inversa de Fourier
(4.4) obtenemos w( ) = €™ f(y). Entonces

(1" f)() ooy = @m) [ i)yl dy,

Rn

By)lyldy = 2~ [ v(y)lyIdy.
Rn

multiplicando por gp(x) e integrando sobre R™ con respecto a x, del teorema
de Fubini y la formula de inversion de Fourier (4.4) tenemos

Jurn@et@yds = @m= [ [ e )yl a@)dyde

R7 R7 R
= @m) [ fw)lylody [ g
R R

= @m) [ F)lyl " e(y)dy.
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4 Potenciales de Riesz

esto nos muestra que F‘Tf(x) = (27T)7°‘|$\7af($)-

O
Este teorema nos demuestra de una manera rigurosa que
ko) = (2m) "], Iof(z) = (27|z]) " f(2). (4.14)

El operador I® tiene la propiedad de semigrupo, es decir, I®I%f = I**Pf para
a, >0 con a+ [ < n. Esto se sigue facilmente de (4.14), si f € S(R™) tenemos

[(197)(x) = (2x|2|) T f(x)
— (2nfz])~*(2xz)) " f(x)
)

4.4. Espacio de Lizorkin

Como la transformada de Fourier es un isomorfismo en el espacio S(R"), nos surge
la siguiente pregunta, ;Existe algtin subespacio de S(R™) donde el operador /* sea
un automorfismo?.

Definicion 4.4.1. Sea f: R" - R y X C S(R") un subespacio vectorial, decimos
que [ es un multiplicador st para todo p € X se cumple que fo € X y la aplicacion
p — fo es continua de X a X.

Definimos
U(R") := {¢ € S(R") : (0°¢)(0) = 0 para todo o € N{j }.

Es claro que W(R™) es un subespacio vectorial de S(R™), méas atin es un subespacio
cerrado. Para ver esto, sea ¢ un elemento de la clausura de ¥(R") y (p,)nen C
U(R™) con ¢, — ¢, por definicién para o € Nfj se cumple que 0%p,, — 0% y
como (0%p,,)(0) = 0 tenemos 9*(¢)(0) = 0.

Por otra parte, de la regla del producto de Leibniz y de la definicion del espacio de
Schwartz se sigue que todo polinomio y toda funcién exponencial g(§) = e~ 274
para h € R™, es un multiplicador en el espacio ¥(R").

La funcion |£]* es un multiplicador de W(R"™) para todo a € R, esto se sigue del
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4.4 Espacio de Lizorkin

Teorema de Taylor, ver por ejemplo [11, Teorema 2.8.4, p 70|
Definiremos el espacio de Lizorkin, el cudl sera, el subespacio de S(R™) donde el
operador % es un automorfismo.

Definicion 4.4.2. Sea UV(R") = {¢ € S(R™) : (0*¢)(0) = 0 para todo o € N }.
Definimos el espacio de Lizorkin ®(R™) como la imagen del espacio W(R™) bajo la
Transformada de Fourier, es decir, ®(R") = F(V(R™)) donde F : S(R™) — S(R™)
es la transformada de Fourier (4.1).

Sabemos que W(RR™) es un subespacio cerrado de S(R™) y como la Transformada
de Fourier es un automorfismo de S(R"), se sigue que ®(R™) es un subespacio
vectorial cerrado de S(R™) isomorfo a W(R™).

Lema 4.4.1. El espacio de Lizorkin ®(R™) es el subespacio de S(R™) ortogonal a
todos los polinomios, i.e.

O(R") ={peSR"): /:co‘go(x)dx =0 para todo o € N }.

]Rn

Demostracion. Si ¢ € ®(R") entonces ¢ € W(R"). Sabemos que los polinomios

son multiplicadores en el espacio W(R"), de 0*f(§) = F[(—2mix)*f]() se sigue
que
0*¢(0
0= 220 _ Faop)0) = [ e pla)a
(—2mi)
esto demuestra el lema. O

Lema 4.4.2. El espacio ®(R") no contiene funciones infinitamente diferenciables
con soporte compacto diferentes a p(z) = 0.

Demostracion. Si ¢ es una funcién infinitamente diferenciable con soporte com-
pacto entonces ¢ es una funcién analitica real y por tanto puede ser representada
por su serie de Taylor, de hecho

o0 fﬁ
PE) = 2. @(0/3@)(0)-
181=0 -

Si p € ®(R") entonces p € U(R™) y por definicion 9°3(0) = 0. En consecuencia
¢(&) = 0 para todo £ € R™ y por lo tanto ¢(z) = 0. ]
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4 Potenciales de Riesz

Veamos que el operador de Riesz I* (4.2.1) es un automorfismo del espacio de
Lizorkin ®(R").

Teorema 4.4.1. Sea o € R con 0 < a < n. El potencial de Riesz (4.10) es un
automorfismo del espacio ®(R™). Si p € ®(R"™) se cumple que

T0)(€) = [¢]7°3(6).

—

Demostracion. Sea 1 € V(R"™), de (4.14) tenemos que (kq)(§) = (27|€])~* en el
sentido de distribuciones, es decir

/k: y)dy = (21) /|5| 0T (4.15)

Sabemos que la funcién g,(z) = €™ es un multiplicador de W(R") y asi, del

teorema (4.1.1)(c) se deduce que el espacio de Lizorkin es invariante bajo trans-
laciones. Para x € R" fijo, sea @E(y) = p(x — y), notemos que si ¥ € Y(R™)
entonces ¢ € ®(R"™). Por definicion de la transformada inversa de Fourier (4.4)
P(y) = ™Y 3 (y) y reemplazando en (4.15) tenemos

/k (x —y)dy = (27)~ /!yl ™ YG(y)dy,

de (4.10) y la definicién de Transformada inversa de Fourier obtenemos

(Ip)(z) = F(|2mE|~3(£)) (). (4.16)

La funciéon |£]7® es un multiplicador en el espacio W(R") y ademas F~! es un
isomorfismo entre W(R"™) y ®(R"™). De esta observacion se sigue que la asignacion
o — FHE]7*@(€)) es un operador continuo de ®(R") en si mismo, en otras
palabras, el operador de Riesz I“ es un operador lineal continuo del espacio de
Lizorkin en si mismo.

Veamos que I* es sobreyectivo, sea ¢ € ®(R") y defina ¢ = F1(|£]*3(£)). Nue-
vamente al ser |£|* un multiplicador en ®(R") tenemos que ¢ € ®(R™), de (4.16)
concluimos

19 = FYE™9(€)) = FHP) = o,

esto concluye la prueba. O]

Podemos considerar a (4.16) como la definicion del potencial de Riesz (4.10) para
cualquier a € R, incluso para los valores n,n+2,n+4, ... los cuéles son polos del
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4.4 Espacio de Lizorkin

coeficiente 7, («) (4.9).
Si consideramos la ecuacion (1 f)(x) = ¢(z) y aplicamos formalmente la transfor-

mada de Fourier obtenemos |2m&|7“f(£) = ¢ o equivalentemente f(§) = |27£|*Q,
aplicando la transformada inversa de Fourier concluimos de (4.16) que

f=D% =1,

donde D% se define mediante la relacién

Dep(§) = |€]°¢. (4.17)

El operador D® es conocido como la derivada fraccionaria de Riesz de ¢ de orden
a. Todo esto esta bien justificado si tomamos a la funcién ¢ en el espacio de
Lizorkin ®(R").

Para concluir este capitulo, recordemos que el Laplaciano fraccionario (4.6) se
defini6é como

—A"E/(€) = (2nle) " F(©) (418)
Como (ﬁ?)(é) = (2n|¢|)~*f, formalmente de (4.18) tenemos

1Y = —(A7%). (4.19)
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5 Transformada de Radon

5.1. Motivaciéon

Sea O C R?, pensaremos a O como una seccion transversal de un organo humano.
Supongamos que O es homogéneo y es recorrido por un haz de rayos X tal como
se muestra en la siguiente figura.

Figura 5.1: Haz de rayos X

Si Iy e I denotan la intensidad del rayo antes y después de pasar por O, entonces
la siguiente relacion entre ellos se satisface

I = Iye ",

donde d es la distancia recorrida por el rayo en el objeto y p es el coeficiente de
atenuacion (esté depende de la densidad y otras caracteristicas fisicas del objeto)
de O, para més detalles ver por ejemplo [12] y [13].

Mas generalmente, si O es cualquier objeto cuya densidad y caracteristicas fisi-
cas varian punto a punto, entonces el coeficiente de atenuacion serd una funciéon
definida en R? y obtendriamos la relacion

I=Iehr,
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5 Transformada de Radon

donde L es la recta realizada por la trayectoria del rayo y [, p se entiende como
la integral de linea de p sobre L. Como podriamos enviar el rayo X en cualquier
direccion, la cantidad [, p esta definida para cualquier recta L, asi definimos la
Transformada de Radon de p como

(Bo)(L) = [ p.

Nuestro objetivo es conocer la funcion p, asi, estamos interesados en hallar una
formula de inversion para R, es decir, escribir a p en términos de su transformada
Rp.

Primeramente trabajaremos por completo el caso tridimensional para posterior-
mente tratar el caso general, nos centraremos en el espacio de tres dimensiones
por razones que seran claras mas adelante, ver (5.4.2).

Pasemos a los detalles, dados v € S? y t € R, definimos el plano P,; como
P ={zeR:x-vy=t}

Asi, parametrizamos un plano en R3 por un vector unitario v ortogonal a el y por
t € R, podemos pensar al pardmetro ¢t como la distancia del origen al plano.

N

Figura 5.2: Plano en R3

Sean E1, By € S? tal que {E1, Fa,~} es una base ortonormal para R®. Dado = € P, ,
existen uy, us € R con o = ty +u Ey +usFy. Entonces para f : R — R definimos

/ f(x)dz == /f(tv + w1 By + ug By )duydus. (5.1)
R2

Pyt

Notemos que esta definicion es independiente de la eleccion de Ey, Fs, es decir,
sean E| E} € S? con {E], E},v} una base ortonormal para R3 sea A € SO(3)
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5.1 Motivacion

con A(F,) = E] v A(E,) = EY. Entonces
/f(t’y + ulEi + UQEé)qudug = /f(t’)/ + A(UlEl + u2E2))dU1du2
R2 R2
= /f(t"}/ + UlEl + UgEz)duldUQ,
R2

con base en lo anterior, definiremos la Transformada de Radon.

Definicion 5.1.1. Si f € S(R?) y P,, es un plano en R®, definimos su Transfor-
mada de Radon como

(BF)(Py) = [ fla)de. (5.2

Entendemos (5.2) como (5.1).
Lema 5.1.1. Sea f € S(R3), v € S? y t € R, entonces

gﬂﬂw/</f>ﬁ

R APyt

Demostracion. Sea A € SO(3) la rotacion que envia la base canénica de R3 a
{7, E1, E»}, entonces

/f(x)da: = /f(Aa:)dx

= /f(l'l")/ + l’zEl + $3E2>dl’1dl’2d$3
R3

] < / f> o,
R Py oy

Dado un plano P, ; denotamos
(RF)(1) = (RF)(Pyy) = [ Flty + u)du.
R2

asf, podemos pensar a R(f) como una funciéon definida en el cilindro S? x R. Para
hallar una férmula de inversion para la transformada de Radon haremos uso de la
transformada de Fourier (4.1), mas concretamente.
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5 Transformada de Radon

Teorema 5.1.1. Si f € S(R?) entonces (Rf)(v,t) € S(R) para cada v € S* fijo.
Mds ain R R

R(f)e(v, ) = f(s7). (5.3)

La transformada de Fourier en el lado izquierdo de (5.3) es la transformada unidi-
mensional para v fijo y la transformada del lado derecho de (5.3) es la transformada
tridimensional de la funcion f € S(R3).

Demostracion. Sea f € S(R?), por definicion para cada N € N existe una cons-
tante Cy < oo tal que

(L+ DL+ )M f(ty +u)| < Cw,

donde u = uy Fy +us By y {7, E1, E>} es una base ortonormal para R?, es decir, u
es ortogonal a . Integrando con respecto a v para N > 3 se sigue que

ONdU
1+ tDY(R ,t</7< .
A+ RO < [ Gy < o0
R2
Usando que las derivadas de f cumplen la condicion (5.1) por un argumento similar
a este para las derivadas con respecto a t de (Rf)(7,t) obtenemos que (Rf)(v,t) €

S(R). Mostremos (5.3), por definicion

R(f)t(’% S) = / /f(t’}/ + U1E1 + UQEQ)G_QWiStduldUth’

—00 R2

como v-u =0y |y| =1 podemos escribir (recordemos que {7, F1, F»} es una base

ortonormal para R?)

—2mist _ ,—2misy-(ty+u)

e e ,

en consecuencia

R(f) (77 3) = / /f(t/y + ulEl + u2E2)6—2m’sw-(t7+1L1E1+ugE2)du1du2dt

—00 R2

:/f<x)6727ri3'y-xdx
R3

~

= f(s7),

de la igualdad uno a la dos se aplico una rotacion que lleva los vectores {7, E1, Es}
a la base canonica de R3. Esto finaliza la prueba. O]
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5.1 Motivacion

Para obtener una féormula de inversion para la transformada de Radon necesitare-
mos introducir la Transformada dual de Radon. La transformada de Radon toma
una funcién definida en R3 y nos devuelve la funcion (Rf) que esta definida en
el conjunto de planos en R3, la transformada dual de Radon tomar& una funciéon
definida en el conjunto de planos (equivalentemente S? x R) y nos devolvera una
funcion definida en R3.

Definicién 5.1.2. Si ¢ : S? x R — R, definimos la Transformada dual de Radon
de ¢ mediante la relacion

= /w(%x -y)dy. (5.4)

Notemos que x € P, siy solo si x -y = t, asi podemos escribir a (5.4) como

(Re)@) = [ elr.0d,

TEPy ¢

la razéon del término dual serd explicada en la seccion 4.4, con esta definiciéon
procederemos a mostrar la formula de inversion.

Teorema 5.1.2. i f € S(R?), entonces
A(R'R(f)) = —87°f,

donde A =3, 822 es el operador Laplaciano.

Demostracion. De la formula de inversion para la transformada de Fourier (4.5) y
(5.3), para v € S? fijo tenemos

(Rf)(7,1) /f (s7)e*™ds, (5.5)

De (5.4) y (5.5) se sigue que

(BR)()w) = [(RAz-dy = [ [ Flsneedsdy,  (5.6)

52 sz R
como v € 52 vale que

A<€27rism-7> — (_47_‘_252)627ris:13-’y’ (57)
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5 Transformada de Radon

de la regla de Leibniz para la diferenciacion bajo el signo integral, (5.7) y (5.6) se
sigue que

AR RN = [ [ FlenAle=)dsdy

52 —o0

= —47r2/ / F(s7)s*e2™ =7 dsdr,

§2 —o0
la relacion [g [°0 F(sy)s2e2m v dsdry = 2 [e2 Jo° F(s7)s%e2 @75 dsdy implica

AR R(f)(x) = =87 [ [ F(sy)emostdsdy

S2 0
= —87T2f(33),

esta tltima igualdad se sigue de (2.3) y de la formula de inversién para la trans-
formada de Fourier (4.5), mas concretamente

flw) = [ Flermievdy = /'7f<sv>e2’f”'%2dsd%
el

520

lo que finaliza la prueba. O

5.2. Transformada de Radon

Sea f € S(R") el espacio de Schwartz de R", dado un § € S" !yt € R un
hiperplano en R" es de la forma £ = {y e R" : y - 6 = t}.

Definicién 5.2.1. Sea f € S(R") y & un hiperplano en R™. Definimos la Trans-
formada de Radon de f en & como

(RNE) = [ fla)dz. (5:8)

3

Del cambio de variable x = t6 + u podemos escribir a (5.8) como

(Rf)(0,1) = / F(t0 + w)du, (5.9)
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5.3 Una férmula de inversién usando anélisis fraccionario

donde 0+ es el complemento ortogonal a @ bajo el producto interno estandar. In-
mediatamente notamos que (Rf)(0,t) = (Rf)(—0, —t). En el estudio de la trans-
formada de Fourier se demuestra que F(f o p)(§) = F(f)(p€) para p € O(n)
(4.1.1)(f), la transformada de Radon cumplird la misma propiedad.

Proposicién 5.2.1. Sea f € S(R™), la transformada de Radon conmuta con mo-
vimientos rigidos de R". Es decir, si A € SO(n) y definimos p(x) = Az +y para
y € R, entonces (R(f o p))(&) = (Rf)(p) donde p§ = {px € R" : x -0 = t}.

Demostracion. Si realizamos el cambio de variable u = px tenemos

(B(f o p))(©) = [(f(pr))da

3
= /f(u)du
PE

= (Rf)(pS).
[l
En particular, si tomamos b = 0 obtenemos p(z) = Az y en consecuencia
(R(fo))(0,t) = (Rf)(10,1). (5.10)

5.3. Una féormula de inversidon usando analisis
fraccionario

5.3.1. Caso radial

Sea f € S(R™). Queremos resolver la ecuacion

Rf = o,

es decir, escribir a la funciéon f en términos de su transformada de Radon. Primero
supongamos que f es una funcion radial, i.e. f(x) = f(|z|), esto significa que
f(x) = f(y) si|z| = |y|. Sea § € S" ! y t € R, por (5.9)

(BFO.0) = [ F0+v)do= [ flitven+yul)du= [ fllten+ul)du
Rnfl R’nfl R’nfl
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5 Transformada de Radon

la primera igualdad se sigue del cambio de variable v = yu donde v € SO(n) con
~ve, = 0, la segunda igualdad es consecuencia de la propiedad |yx| = |z| para todo
x € R™. Usando coordenadas polares (2.3) podemos escribir

(RF)(0,1) = /sts / F(Jten + s0])do,
0 Sn—2
estamos identificando a 6 con la tupla (6,...,6,_1,0). Como 6 € S""2 se cumple

n

que Y751 07 = 1y as

lte, + sO| = [(s01,...,80,_1,1)]
= /5207 + ..+ 202, + 12

:‘/82+t2,

por lo tanto

(Rf)(6,1) = / "2 / FVE T s2)do
0 gn—2

(5.11)

[e.e]

(RN, = 00z [ 5" 21 (V57 + Pds.

0

Proposicion 5.3.1. Si f € S(R") es una funcion radial, entonces (Rf)(0,t) =
©(t), donde ¢ es una funcion par definida por

o(t) = o / £ (2 = ) F . (5.12)

It

Demostracion. Haciendo el cambio de variable r = v/s? + t2 en (5.11) obtenemos

rdr

T2 —-t2

(RAO.6) = s [ F0r)02 = )5

It

= 0,9 / f(r)(r? — t2)n773rdr,

It

lo que termina la demostracion. O
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5.3 Una férmula de inversién usando anélisis fraccionario

Teorema 5.3.1. Si f € S(R™), entonces la ecuacidn (5.3.1) tiene la solucion

(1—n) n—1

flr)=m"—="(D2

P(v/2))(r?), (5.13)

donde D7 es la derivada fraccionaria (3.11).

Demostracion. Note que mediante el cambio de variable u = 72, (5.12) se puede
escribir como

n—1 oo

T
T

n—1

FWVu)(u =)= "ldu

o) = ——
5 ) (5.14)

—1

p(Vt) =77 (17 f(,/))(®),

en consecuencia, por (3.14) obtenemos

1_ 1

flr) =77 (D22 (), (5.15)

lo que finaliza la prueba. O

La formula (5.15) es la formula de inversion para la transformada de Radon cuando
f es una funcion radial.

5.3.2. Caso arbitrario

Hallaremos una formula de inversion para f € S(R") arbitraria resolviendo la
ecuacion

(Rf)(9>t) = @(Q,t), (516)

definamos para x € R" fijo la funcion f,(y) = f(z +y). Veamos que (Rf,)(0,t) =
©(0,t+ x - 0), en efecto

o0, t+z-0) :/f(t6+(x-9)9+u)du

gl

= /f(t9+a:+s)ds (5.17)

_ / Fo(t0 + s)ds = (Rf.)(6,1),

Gl
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5 Transformada de Radon

de (2.4) y (5.17) se sigue que

/ (Rf2) (78, t)dy = / 0(0,t +x - 0)do. (5.18)
SO(n) g
Definimos parat € Ry x € R"
(Mip)(z) = — / @(0,t+x-0)db, (5.19)
n—1
Sn—1

notese que (5.19) es el promedio de la funcion ¢ sobre todos los hiperplanos a
distancia |t| de .

Lema 5.3.1. La ezpresion [so,) (If:)(70,t)dy es la transformada de Radon de
la funcion radial Y(y) = [so@ fo(vy)dy -

Demostracion. Sea Y(y) = [so(m) f(7y)dy. Primero mostremos que ¢ es radial,
sean z,y € R™ con |z| = |y|, entonces existe 5 € SO(n) con Sz = y. Como la
medida de Haar es invariante a izquierda obtenemos

O A ACH / LBy = [ fz)dy = (),

SO(n) S0(n) SO(n)
usando que R( [, f(z,-)dz)(0,t) = [, R(f(x,-))(0,t)dz y (5.10) tenemos
(R0 = [ (B(fon)O0dy = [ (RE)(0 Dy,
S0(n) S0(n)

esto muestra que

RE)O0.0) = [ (RE)(0.2).

SO(n)
[
Si hacemos y = ru con u € S"!, del Teorema (2.4) se sigue que
b = [ Ly = - / fo(r)d
50(n) g
definimos para r > 0
hr =g / fla+16) = (M) (5:20)
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5.4 Una férmula de inversién usando potenciales de Riesz

notemos que HH(l)(fo)(T) = f(z). Del Teorema (5.3.1) podemos escribir a (5.18)
r—

usando (5.20) y (5.19) como
R(fo) = M.

Teorema 5.3.2. La solucidn a la ecuacion (5.16) viene dada por

fla) = 702 1m(D" V(MR f) (2)) (r).

r—0

Demostracion. Sabemos que R(fy)(6,t) = M; ¢ donde fy es la funcion definida en
(5.20) y M en (5.19). La funcion fy es radial, asi de (5.12) se sigue que

Mt*gp = O0Op—2 / fo(T’)(T’2 — t2>(n73)/27’d7’,
It
como ¢ = Rf, de (5.14) tenemos

oo

(M;R)(w) = 0ns [(Mof)(r) (0 = ) rds
It

= rDR(IODR( ) (),

(5.21)

en consecuencia, por (5.15) obtenemos
—_n n—1)/2 *
(M, f)(r) = a2 DM R ) () (7).
Tomando limite cuando r» — 0 recuperamos la funcion f, es decir

fla) = 702 14m(D" V2 (MR ) (2))(r),

r—0

lo que finaliza la prueba. [

5.4. Una férmula de inversiéon usando
potenciales de Riesz

Recordemos que un hiperplano en R" esta dado por £ = {x € R" : z - =t} con
e S tyteR.
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5 Transformada de Radon

Definicion 5.4.1. Sea ¢ una funcién definida en el cilindro S"1 x R, haciendo
t =0 en (5.19) definimos la Transformada dual de Radon como

1

On—1

(Ro)(x) =

/ o0, - 6)dd.

Sn—1

La transformada dual R*¢ se puede interpretar como la integral de ¢ sobre todos
los hiperplanos que pasan por x.

Observacion 5.4.1. El término dual se justifica del siguiente hecho, el cudl no
demostraremos.

Notemos que R : Vi — Vo, R* : Vo = Vi y (Rf,9)v, = (f, R*g)v,, donde V; =
S(R™) dotado con el producto interno

= [ @)@

y Vo = S(S"! x R) dotado con el producto interno

/ / o(,1) t)dydt.
Sn 1

De (5.20) y tomando ¢t = 0 en (5.21) se sigue que

[e.o]

(R*Rf)(x):gn_j / 2y / Flz + r0)do
e 1) o2
= | o= W)

el paso de la primera a la segunda igualdad se sigue de

/ flz+u) —du = 7r"1d7" / 7f(m :_ Te)de.

Jul

2 e = y\ J o

Definimos el operador H por Hf = R*Rf, de (5.22) tenemos

Hf = R°Rf =T (g) Ay Ll S S (5.23)

donde ¢, = I'(n/2)r"z 2
De (4.19), I® = (—=A)"

n=ly ["71f es el operador potencial de Riesz (4.2.1).
2 y asi, podemos invertir los operadores R, R* de una
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5.4 Una férmula de inversién usando potenciales de Riesz

manera formal en términos de la derivada fraccional de Riesz (4.17). Como H =
R*R obtenemos las formulas de inversion
RY=H 'R =c'(-A)"T R",
n ( ) o (5'24)
(RY'=RH '=c¢'R(-A)z .

Observacion 5.4.2. De la formula de inversion para la transformada de Radon
(5.24) es claro porque motivamos nuestro trabajo en el caso n = 3, ya que esta
wnversa queda descrita por el operador Laplaciano.
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Tabla de simbolos

Simbolo Definicién Pagina

St Esfera n-dimensional 1

O(n) Grupo de matrices ortogo- 1
nales

SO(n) Grupo especial ortogonal 1

(@)n Simbolo de Pochhammer 1

R, Nimeros positivos 1

f*xg Convoluciéon de las funcio- 1
nes fyyg

Ck(R™) Funciones de clase C* 1

S(R™) Espacio de Schwartz de R 1

NG Multi-indices 1

Cs(R™) 1

B(a,b) Funcion Beta de parametro 6
a,b

I'(a) Funciéon Gamma 7

On—1 Ared superficial de la esfera 10
n-dimensional

I, Iyt Integrales fraccionarias de 12
Riemann-Liouville

Dy, , Dy Derivadas fraccionarias de 14, 16
Riemann-Liouvile

I, I1¢ Integrales fraccionarias de 16
Riemann-Liouville

I, F(f) Transformada de Fourier de 21
f

f, FX(f) Transformada Inversa de 23
Fourier de f

Af Laplaciano de f 23

ke Kernel de Riesz 24

I«f Potencial de Riesz 24

U(R™) 28
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Simbolo Definici6én Pagina
O(R™) Espacio de Lizorkin 29
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