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1 INTRODUCCION

Un modelo es una representacion matematica de la realidad mostrada como un sistema, su importancia se
concentra en que proporciona un medio mas simple (desde el punto de vista de la simulacion) para
conocer el comportamiento del sistema. Es decir, es consecuente del proceso para el analisis en relacion
tanto a los efectos que el medio ejerza sobre éste, como también de aquellos derivados de las
modificaciones de sus caracteristicas internas. En otras palabras, el modelo es una herramienta usada para
el analisis de los procesos a través de andlisis de sistemas.

El modelo a desarrollar se centra en la dindmica que condiciona el comportamiento de los estados de un
sistema de orientacion genérico de 3DOF de un satélite, tales como interrelaciones entre sus variables de
entrada y salida, el efecto de las perturbaciones, los rangos de estabilidad, el efecto de la variacién de
parametros, etc.; las perturbaciones variables se incluirdn como un factor importante que también actia
desde el exterior y cuyo efecto sobre el sistema siempre es conocido, dichas perturbaciones pueden llegar
a introducir variaciones en los parametros que determinan el comportamiento del modelo, generando asi
una componente de incertidumbre en el estudio. Un modelamiento completo se obtiene mediante
experimentacién y simulaciones, que permitan conocer todas las caracteristicas involucradas haciendo que
se pueda validar el modelo, para asi lograr un acercamiento bastante significativo en comparacion a la
planta real y declarar entonces su veracidad.

El trabajo de grado se justifica en la necesidad de determinar un modelo matematico totalmente analitico,
capaz de describir el comportamiento de un sistema de orientacién genérico de 3DOF, definiendo este
como un sistema en donde se puede ver con claridad el comportamiento de cada una de las variables que
afectan el movimiento del sistema y por lo tanto la orientacion, de tal manera que se puedan obtener desde
ese modelo, modelos mas sencillos, lineales y asi poder realizar un respectivo analisis de controlabilidad,
para posteriormente establecer las especificaciones minimas para la sintesis de un posible controlador
simulado para este sistema. Adicionalmente, quedara como resultado de este trabajo, un modelo que puede
ser base para futuras investigaciones, adiciones y complementos de un sistema MIMO de orientacion de
3DOF. El modelo que se va a determinar permitira estudiar la dinamica de satélites en general de 3DOF.
La investigacion en el campo aeroespacial tiene pocos avances en la Universidad Javeriana y la escaza
informacion en el pais justificaria el desarrollo del proyecto, y asi aportar ingenieria en este tema a la
sociedad local.

Para la realizacion de este modelo se evaluaran los espacios de estados del sistema, basados en un sistema
de orientacién 3DOF de un satélite, sobre el cual se realizaran los analisis que permitan describir la
dinamica del sistema. El sistema tiene como entradas los 3 momentos angulares de los motores
(comandantes de ruedas inerciales), estos momentos angulares son proporcionales a la sefial de voltaje
aplicado a cada uno de estos; las 3 salidas del sistema (que son los 3 grados de libertad de orientacion) se
dan gracias al desbalance entre las velocidades de los motores que mediante la conservacion del momento
angular permiten el gobierno de la rotacion de la planta. El andlisis dinamico se basa en formulaciones de
Newton-Euler, posteriormente esta formulacion se evaluara y se analizara para llevar a cabo la simulacion
del comportamiento del satélite.

Continuando con el modelo determinado, se estableceran los efectos externos, tales como sefiales de
disturbio o ruido que pueden llegar a afectar al sistema, de manera que se puedan sumar al modelo inicial
con el fin de generar un acercamiento mas proximo a la realidad. De esta manera, conociendo las variables
que se obviaron o bien el cambio de los posibles parametros dentro del modelo ya establecido, se
planteara un modelo aun mas completo teniendo en cuenta los disturbios. Seguidamente se linealizara este
modelo de manera que se obtenga la validacion de éste alrededor de un punto de operacion.

Se realiza una validacion mediante una comparacion entre el modelo no lineal que se determind en los
pasos anteriores y el modelo linealizado del mismo, este procedimiento se realiza por intermedio de
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simulaciones hechas en MatLab®, en las que se espera un comportamiento similar en un punto de
operacién seleccionado. El siguiente paso, utiliza el modelo linealizado para asi determinar su
controlabilidad; este proceso empieza con la seleccion del método que se va a utilizar para llevar a cabo el
analisis de controlabilidad del modelo lineal, para posteriormente utilizarlo y determinar si el sistema es
controlable o no. En el caso en el que el sistema sea controlable, se procedera a justificar el tipo de control
gue necesitaria la planta junto con sus parametros y se sintetizard un controlador sencillo Gnicamente
simulado, abarcando asi la estrategia de control para dicho modelo lineal.

En resumen, el objetivo principal de este trabajo de grado es determinar un modelo teérico MIMO
(simbdlico) para un sistema de orientacion genérico de 3DOF de un satélite realizando el analisis de
controlabilidad de un modelo lineal extraido de éste, para dar las especificaciones minimas para la sintesis
de un posible controlador. Asimismo, determinar un modelo tedrico en espacio de estados de un sistema
de orientacidn genérico de 3DOF de un satélite basado en andlisis de su dinamica (Newton-Euler). Definir
sefiales de disturbios, ruido, asi como las incertidumbres para complementar el modelo anterior. Linealizar
el modelo en espacio de estados anterior alrededor de un punto de operacion. Analizar la controlabilidad
del modelo linealizado. Y por ultimo, sintetizar y simular un posible controlador sencillo, dados los
resultados del anterior anélisis.
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2 MARCO TEORICO

2.1 DINAMICA DE CUERPOS RIGIDOS EN TRES DIMENSIONES

2.1.1 CINEMATICA

La velocidad V y la aceleracién @ de cualquier punto A en el cuerpo rigido vistas desde un marco
inercial estan dadas por las siguientes expresiones relativas:

Vo =Vg +V,p Ecuacién 2-1

a, =adg +a,;, Ecuacién 2-2

Figura 1. Translacion del marco de referencia (Meriam & Kraige, 1975)

La expresion para la velocidad del punto A vista en el marco inercial cuando el marco del cuerpo rota con
una velocidad angular ©QQ mientras el punto A tiene una velocidad lineal con respecto al origen del
marco del cuerpo B es:

VA = VB + (Q X r-A/B) + Vrel Ecuacidn 2-3

Donde Vg es la velocidad del marco fijo al cuerpo respecto al marco inercial, I,,5 es el vector desde el

origen del marco del cuerpo hasta el punto A y Vv, es la velocidad relativa que existe dentro del cuerpo
entre el origen del marco del cuerpo y el punto A. Respectivamente la aceleracién del punto A es:

a,=ay +Q'xr,; +Qx(Qxr,,;)+2Qxv,, +a, Ecuaci6n 2-4

11



@ (Axes)

[ . = w(Body)

A y
=

Figura 2. Rotacion del marco de referencia (Meriam & Kraige, 1975)

2.1.2 CINETICA

2121 MOMENTO ANGULAR

Figura 3. Centro de masa (Meriam & Kraige, 1975)

El momento angular del cuerpo en relacion con el centro de masa G, es la suma de los momentos lineales
de todos los elementos del cuerpo que ocurren sobre G 'y se expresa como:

H=> (pxmv)+ > [pxm(oxp)] Ecuacion 2-5

p; es el vector desde el centro de masa del cuerpo hasta la masa m,, V; es la velocidad del elemento de

masa M, y @ es la velocidad angular con la que gira el cuerpo con respecto al marco inercial.

Figura 4. Momento angular (Meriam & Kraige, 1975)
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Si el centro de masa G del cuerpo coincide con los marcos de referencia XYZ y Xyz , entonces el primer
término del momento angular H se anula y el momento angular sobre el punto O seria:

H ZI(FX[wX r])-dm Ecuacion 2-6

Teniendo en cuenta la ecuacion anterior y que la magnitud del momento angular |H | = lw, el momento
angular y la matriz de momento de inercia de un cuerpo rigido se pueden escribir como:

H=ill,o, -0, -l0,]
+ j[—lyxa)X +ly,0, - Iyza)Z]
+k[-lLo, -lo, +1,0]

IXX:.[y2+22dm Ixyzjxydm
IW:J.x2+zzdm IyZ:Iyzdm
IZZ:jx2+y2dm szzszdm

Los momentos de inercia correspondientes a |,,,1,,1,, son los momentos de inercia del cuerpo que giran

en su respectivo eje, mientras que los demas momentos de inercia son los productos de inercia respecto al
eje de coordenadas. Estas cantidades nos muestran la manera en la que esté distribuida la masa de un
cuerpo rigido con respecto al marco de referencia.

2.122 ENERGIACINETICA

La energia cinética total de un sistema de masas se define como:

2
Ecuacion 2-7

1 1 ,
T:—mv2+§ —m.‘ .
5 5 i O

Donde Vv es la velocidad del centro de masas y p, es el vector posicion de un elemento de masa m, con

respecto al centro de masa. Se identifica el primer término de la ecuacién como la energia cinética debida
a la translacion del sistema y el segundo término es la energia cinética asociada al movimiento relativo al
centro de masas 6 energia cinética debida a la rotacion respecto al centro de masa. Entonces la expresion
general para la energia cinética de un cuerpo rigido moviéndose con una velocidad de centro de masa vV y
una velocidad angular @ es:

1 1
T=—veG+—weH Ecuacion 2-8
2
Si los ejes coinciden con el eje principal de inercia, la energia cinética es solamente:

1 1
T :Emvz +E(|an)x2 +yo) +1,07)
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2.1.2.3 ECUACIONES DE MOVIMIENTO
ECUACIONES DE MOMENTO

Cuando H es expresado en términos de componentes relativos medidos respecto a un sistema de
coordenadas en movimientos Xyz, donde se tiene una velocidad angular €, luego en la ecuacion la
relacién de momentos es:

DM :(d—Hj +QxH
dt J,,

Expandiendo el producto cruz y arreglando términos, se tiene:

dYM=ilH/-HQ,+H.Q

+ J Hy' — HZQX + HXQZ Ecuacién 2-9

+k[H -HQ, +HQ, |

Esta ecuacion es la forma mas general de la ecuacion de momento respecto a un punto fijado O 6

respecto al centro de masa G . La Q son las componentes de la velocidad angular de rotacion de los ejes
de referencia

2.2 ANALISIS DE CINEMATICA MEDIANTE ANGULOS DE EULER

221 MATRIZ SKEW

La matriz skew anti simétrica S contiene solo 3 entradas independientes y cada matriz anti simétrica
skew de 3x 3 es de la forma:

0 -s, s,
S = S, 0 =S5 Ecuacién 2-10
-s, s O

Si existe un vector de la forma a = (ax,ay ,az)T , se define la matriz anti simétrica skew S(a) como
(Spong, Hutchinson, & Vidyasagar, 2006):

0 -a g
S(a) = a, 0 —a, Ecuacion 2-11
-a, a 0

La derivada de una matriz de rotacion en términos de la matriz skew es:
5= RO gy
do
IRO) _ 5r(p)
do

Ecuacion 2-12

Donde R(#) es la matriz de rotacién con respecto a un marco inercial.
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222 VELOCIDAD ANGULAR EN TERMINOS DE LA MATRIZ SKEW

La matriz anti simétrica del vector velocidad angular denotado como @ = [a)x,a)y,a)Z] es:

0 -0 o
S(w)=] o, 0 -o Ecuaci6n 2-13
-0, o, 0

Y por lo tanto la derivada de la matriz de rotacion aplicada a la velocidad angular es:
R(t)" = S(w(t))R(t) Ecuacion 2-14
2.2.2.1 SUMA DE VELOCIDADES ANGULARES EN TERMINOS DE LA MATRIZ SKEW

La velocidad angular resultante generada por la rotacion relativa de marcos de referencia es:

0 _ 0 0 1 0.2 0 3 0 _.n-1
@y, =y, + R, + R, +Ryw;, +..+ R 0,7

0 0 0 0 0 0 Ecuacion 2-15
a)ovn = a)O,l + a)l‘2 + (02’3 + 603'4 +...+ 6()nflyn

2.23 EL JACOBIANO GEOMETRICO
2.2.3.1 INTRODUCCION

La relacion entre las velocidades angulares y lineales y el conjunto de velocidades q(t) de la forma:

Vr? = JV g Ecuacion 2-16

a)o = Jm g Ecuacién 2-17

Es el vector & velocidad de cuerpo. Se pueden escribir las dos ecuaciones anteriores juntas de la siguiente
manera:

é: =J q Ecuacién 2-18

Endonde & y J vienen dados por:

,0
g=| "
0
a)n
- Ecuacion 2-19
J
J=|_"
_Jw_

2.2.3.2 OPERADOR JACOBIANO DE VELOCIDAD ANGULAR
Si el punto i Unicamente presenta movimiento de translacion (prismatico), la velocidad angular del efector

final no depende de ¢; . La velocidad angular total del efector final cor? vista en el marco inercial es
determinada por:

o) = p A K+ p, 4 RK+..+ p, 0, Rk =D pgz), Ecuacién 2-20
i-1
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Endonde p, esigual a 1silajuntura i rotay O silajuntura i tiene movimiento de translacion, entonces:

Zio_1 = Rio_lk Ecuacién 2-21

Tomando la parte baja del Jacobiano J, , se tiene como resultado:

Jw = [plzo,..., Pn Zn—l] Ecuacion 2-22

16



3 ESPECIFICACIONES

3.1 REQUERIMIENTOS DEL MODELO

Para la realizacién de este modelo se evaltan los espacios de estados del sistema. Basados en un sistema
de orientacién de 3DOF de un satélite, se realizan los analisis pertinentes que permitan describir la
dinamica del sistema. Para ello se debera tener en cuenta todas las partes que conforman el satélite, las
cuales involucran los soportes, tres motores DC, tres ruedas de reaccién, driver de potencia, micro
controlador, bateria, girdscopo, acelerdmetro y posiblemente una brdjula magnética; el conocimiento
adecuado del funcionamiento correcto de todos los componentes que conforman el sistema sera de gran
ayuda para determinar el modelo de la planta. Dado que el proyecto se basa en un andlisis Unicamente
matematico, el trabajo se centrard en un aspecto muy importante como son las ruedas de reaccién.

RUHE B & REA ETEE T

Figura 5. Configuracién del satélite, tomada del trabajo de grado “implementacién de un sistema de actuacion y adquisicién
de datos de orientaciéon en 3DOF para pico satélites”

Las ruedas de reaccion le proporcionan movimiento al satélite en diversas direcciones, este movimiento
(los cuales son los tres grados de libertad) se da gracias al desbalance entre las velocidades de los motores
que mediante la conservacion del momento angular permite la rotacion de la planta. EI movimiento de las
ruedas sera proporcionado por motores DC, los cuales aplicaran un torque capaz de mover las ruedas de
reaccion.

3.2 ENTRADAS

El modelo utiliza como variables de entrada los torques generados por la carga de los motores, en otras
palabras las entradas son el cambio del momento angular en el tiempo de cada una de las ruedas de
reaccion T =H', estos torques son generados por la interaccion entre la carga de cada motor y su
respectiva aceleracion angular; la carga en nuestro dispositivo es la rueda, las cuales se encuentran
ubicadas en cada extremo de los ejes del satélite.

dH, d(rxmv)

H' =—20°_
dt dt

:rxma:er:Mo Ecuacién 3-1
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La cantidad al lado derecho de la ecuacién es el momento de las fuerzas externas resultantes alrededor del
punto O, M, =rxF . La tasa de cambio del momento angular de una particula en un punto es igual al

momento aplicado en ese punto. Para este caso de estudio, la ecuacion tiene mayor uso cuando se trata de
un sistema de particulas (cuerpo rigido).

3.3 SALIDAS
La salida del modelo es la posicion del sistema, la cual incluye el cabeceo (), la orientacion (€) y la
inclinacion (¢); como variables de salida del modelo también se incluyen las velocidades angulares @,

(pitch), w, (roll) y @, (yaw); y como consecuencia de lo anterior se tienen también como variables de
salida las tres correspondientes aceleraciones angulares o, «r,, &, del modelo.

Figura 6. Configuracion ortogonal de las ruedas de reaccién(Jingyang Zhou, 2007)

Las variables anteriormente mencionadas se describen mediante &ngulos de rotacion, los cuales son
definidos como el producto de rotaciones sucecivas que se generan en cada una de las ruedas de reaccion
ubicadas en los extremos de cada eje, y que se toman en un orden especifico en las coordenadas

principales X,Y,Z,, a dichas rotaciones se les llama de igual manera matrices de rotacion, descrita con

mas detalle a lo largo del documento. Para entender con més claridad como dichos angulos influyen en el
movimiento de cada uno de los ejes del satélite, se muestra la Figura 7:

20

A Yo

\J
Pitch

)

Figura 7. Angulos de rotacién (Spong, Hutchinson, & Vidyasagar, 2006)
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34 VARIABLES DE DISTURBIO

A continuacion se realiza una breve descripcion de los posibles disturbios involucrados en el ambiente
fisico en el cual se desenvuelven los satélites, estas variables de disturbio se mencionan a manera de
ejemplo:

3.41 TORQUE GRADIENTE DE GRAVEDAD

Este es un fendmeno que afecta a cuerpos como planetas y satélites debido a que la gravedad que incide
sobre estos cuerpos no es uniforme. Podemos ver un claro ejemplo de esto en la interaccion entre la tierra
y la luna, las cuales estdn sometidas cada una a la gravedad de la otra, provocando la existencia de las
mareas, esto debido a que la distancia entre la luna y la tierra no siempre es la misma (Hollister, 1997).

El torque del Gradiente de Gravedad en general sera entonces:

#(1zz - lyy)
T =3n’ A(lzz — 1xx) Ecuacion 3-2
0

Donde n es la érbita terrestre (Orbital Rate), segun trabajo del MIT que se tomo como referencia
(Hollister, 1997) n=0.001s™", | son los momentos de inercia con respecto a cada eje del satélite
| =1000 kgm® . Generandose un torque de T = 6.7 x10°Nm/ deg .

3.4.2 TORQUE AERODINAMICO
El torque aerodinamico viene dado por:

T=r x Fa Ecuacion 3-3

Donde I es el vector desde el centro de masa del cuerpo hasta el punto en donde la presion produce un

mayor arrastre. F, es el vector que representa la fuerza de arrastre aerodindmico que se encuentra

afectando al dispositivo y viene definido como:

Fa = % V 2SCD Ecuacién 3-4

Donde:
p = Densidad atmosférica

C, = Coeficiente de arrastre aerodindmico
S = Area frontal proyectada
V = Velocidad del dispositivo en orbita

p Vvariard entre 5-10 dependiendo de la altitud en la que se encuentre y C, serd un valor con una

incertidumbre de aproximadamente el 50 %. Los valores usados en referencia (Hollister, 1997) del MIT
como ejemplo son:
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r = 4x10?kg / m®(400km)
Co=2

S=5m?

T=12x10"Nm

343 TORQUE MAGNETICO
El torque magnético viene dado por:

T=M x B Ecuacién 3-5

Donde B es el vector que representa el campo magnético de la tierra con respecto al marco de referencia
del satélite. M es el momento dipolar magnético del dispositivo expresado en Tesla (SI) o Gauss (CGS);
M es debido a los lazos de corriente y al dipolo magnético, este momento dipolar magnético sera del
orden de 100 Pole cm ! o més para las naves espaciales pequefias (Hollister, 1997).

Los compuestos de los diferentes metales utilizados en los dispositivos como los satélites presentan
diversos momentos magnéticos, pero es posible encontrar un intervalo tipico para cada metal en cada
estado de oxidacion, teniendo en cuenta, por supuesto, si es de espin alto o bajo.

Valores tipicos del torque magnético y demas variables encontradas en otros dispositivos semejantes:

M =0.1 atm?
B = 3x107° Tesla
T = 3x10°% Nm

344 TORQUE RADIACION SOLAR
El torque de radiacion solar esta dado por:

T=rx Fs Ecuacion 3-6

Donde r es el vector desde el centro de masa del satélite hasta centro optico de presion. F, es la presion
de la radiacion solar respecto a las coordenadas de cuerpo rigido (satélite) y se define como:

F,=1+K)PS

P=I/c

I, =1400 W / m* valor respecto a1 A.U.?

Donde K es la reflectividad solar, que varia entre 0 < K <1, S es el area frontal expuesta del dispositivo,

I es la constante solar %, Este torque es inducido debido al efecto de la presion solar sobre el centro de
masa. Esto se puede compensar con las ruedas de reaccion. Este torque es siempre perpendicular a la linea

! Unidades electromagnéticas (UEM), donde 1 Atm? = 1000 Pole cm

2 Unidad astronémica (UA) es aproximadamente la distancia media del Sol a la Tierra.

® La constante solar es la cantidad de energia recibida en la parte superior de la atmésfera de la Tierra en una
superficie que se encuentra orientada perpendicularmente a los rayos del Sol. La medida de la constante solar es
medida por medio de un satélite que generalmente da un valor de 1368 W/m2 en promedio anual.
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del sol y es independiente de la posicion o velocidad, siempre y cuando se encuentre expuesto a la luz
solar. Los valores usados en la referencia (Hollister, 1997) del MIT como ejemplo:

K=05
S =5m?
r=0.1m
T =3.5x10°Nm

3.45 EXPULSION DE OBJETOS Y TORQUES INTERNOS
Expulsion de masas:

e Puede ser deliberado (venteo de gas o propulsores) o accidentales (fugas).
e Amplio valor de r o F (uno de estos puede dominar a los demas).
e Debido al movimiento de las piezas (ruedas de reaccion).

Torqgues internos:

El cambio de momento entre el movimiento de los elementos no tiene ningln efecto sobre el sistema, pero
afectan a los bucles de control de orientacién. Por lo general estos torques se deben a la antena, el panel
solar, el escaner en movimiento, brazos desplegables o dafios después del despegue.

Todos los valores referidos a las variables de disturbio, son datos aproximados que se han obtenido de
(Hollister, 1997) en anteriores experimentos espaciales en satélites, y con los cuales se pretende dar una
referencia clara que se pueda tener en cuenta al momento de realizar un analisis mas completo enfocado a
sistemas espaciales.
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4 DESARROLLO

4.1 INTRODUCCION

La descripcion analitica de la orientacion de un satélite se puede desarrollar mediante cuatro métodos
diferentes: angulos de Euler (¢,9,1,//), cosenos direccionales Cij =g -bj, velocidad angular @ y

cuaterniones Q = (ql,qz,q3,q4)T . A continuacion se realiza una breve descripcion de cada uno de estos
métodos incluyendo sus respectivas ventajas y desventajas en la determinacion de la orientacion.

Los angulos de Euler describen una secuencia de tres rotaciones alrededor de diferentes ejes con el fin de
alinear un sistema de coordenadas en rotacién con otro sistema de coordenadas fijo inercial; se pueden
utilizar como una matriz de transformacion desde el marco coordenado en movimiento hasta el marco
mundo Yy tienen una secuencia exacta. lgualmente, los angulos de Euler pueden presentar alguna
singularidad ya que estos no son Unicos. Este método es ideal para trabajos de disefio y determinacion de
orientacion y control (Hollister, 1997).

Con el método de los cosenos direccionales, la orientacion esta definida como una Unica matriz, pero se
deben cumplir 6 limitaciones las cuales no son intuitivas. La matriz de los cosenos direccionados
involucra 9 términos que son los angulos cosenos entre el vector de orientacion y los tres ejes
coordenados. La matriz de cosenos direccionados expresa un grupo de vectores basicos orto-normales en
términos de otro grupo diferente de vectores bésicos (Hollister, 1997).

Para el caso de la velocidad angular, este método posee un grupo de propiedades fisicas y matematicas en
tres dimensiones que permiten sumar los vectores resultantes en el marco inercial. Sin embargo, al incluir
la variable del tiempo en el marco inercial, no se obtiene la orientacion del cuerpo. Para determinar la
orientacion del cuerpo se necesita incluir un sistema de matrices de transformacion. Para este caso, se
deben almacenar las condiciones iniciales existentes en el cuerpo (Hollister, 1997).

Por ultimo, el método de los cuaterniones consigue una apariencia muy compacta y eficiente pero puede
presentar alguna discontinuidad, esto complicaria el desarrollo computacional del modelo, estas
discontinuidades se pueden evitar mediante la aplicacion del teorema de Euler. La orientacion del cuerpo
se especifica mediante un vector que indica la direccion de un eje atado al cuerpo y un escalar que indica
el angulo de rotacion alrededor del eje del cuerpo. La definicion introduce un cuarto elemento redundante,
el cual elimina las singularidades. Los cuaterniones no poseen un significado interpretable intuitivamente
a la mente humana, pero computacionalmente es muy conveniente (Hollister, 1997).

Teniendo como base la anterior argumentacion, el método que se escoge para describir el analisis de la
orientacion de un satélite son los angulos de Euler. Se escoge este método ya que se puede expresar la
rotacion de un marco de referencia con respecto a un marco fijo para luego determinar la velocidad y la
aceleracion del cuerpo en rotacion. Este método es muy utilizado en este aspecto porque proporciona un
analisis matematico sencillo respecto a métodos como el de los cosenos direccionales o los cuaterniones.
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spacecraft

Figura 8. Representacion del satélite en el espacio mediante vectores unitarios; vectores del cuerpo y configuracién de las
tres ruedas de reaccion (Jafarov, 2006)

4.2 CINEMATICA DE ORIENTACION PARA UN SATELITE

Se escoge el orden de transformacion de los ejes como v — @ — ¢ (con el orden de rotacion de los ejes
3—>2-1), R,, es la primera matriz de rotacion angular alrededor del eje Z; (el prefijo B indica que

es el marco de referencia del cuerpo). La siguiente rotacion se genera sobre el eje Y, en el marco de
referencia del satélite con un angulo de @, finalmente la matriz de rotacion angular R, , describe un giro

en el eje X, del cuerpo rigido. Por lo tanto la matriz de de multiplicacion se escribe como:

Ry =R R 0R,,
1 0 0 |[cos® 0 —sin@][ cosy siny O
Ry, =|0 cos¢g sing| 0 1 0 —siny cosy O Ecuacion 4-1
|0 —sing cosg | sind 0 coso 0 0 1
[ cOcy cOsy —s6
R,,, =| SOsgCy —Cosy  SOSPSy +cgcy  COSP
| sOcocy +sgsy  sOCPsy —sgcy  cOco

Donde la letra C representa la funcion trigonométrica coseno mientras que la letra S es la funcion seno
del angulo determinado. Esta ecuacion es la matriz de los cosenos directores expresada en angulos de

Euler, y muestra la rotacion de los ejes del satélite respecto al marco de referencia del cuerpo X Y;Z.
Con el propésito de describir ain mejor el proceso de rotacion angular del cuerpo, se tiene como ejemplo
la rotacién en el eje Z,. Donde la derivada del angulo y denotada como dy /dt se censa sobre el

mismo marco de referencia del cuerpo y en el mismo eje coordenado.
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Figura 9. Definicion de de los marcos de referencia (SIDI, 1997)

Se debe encontrar una relacion entre los angulos de Euler y sus derivadas para luego obtener el vector
velocidad angular del satélite (marco de referencia del cuerpo) en su movimiento rotacional. La primera

rotacion es alrededor del eje Z, (eje nimero 3 segln la secuencia de rotacion 3— 2 — 1) y conlleva a la
derivada dy /dt en el mismo eje de rotacion; esta derivada esta sujeta a tres transformaciones sucesivas
angulares: la primera en el eje Z; por un angulo de rotacion de v, la segunda sobre el eje Y, por un
angulo @ y finalmente alrededor del eje X; mediante un angulo ¢.

La segunda transformacion se produce en el eje Y, (segundo eje segln la secuencia de rotacion
anteriormente mencionada) con un angulo @, causa la derivada d@/dt; esta derivada esta sujeta a dos
rotaciones angulares: la primera en el eje Y, con un angulo @ y la segunda alrededor del eje X con el
angulo ¢. La tercera y Gltima rotacion, sobre el eje X, (eje niumero 1) produce la derivada dg/dt ; esta
derivada es causa de una unica matriz de transformacion de orientacion: alrededor del eje X, por un
angulo ¢. Por lo tanto, se calcula el vector velocidad angular del satélite en el marco atado al centro de
masa del cuerpo rigido X_Y.Z. relativo al marco de referencia del cuerpo X Y,Z, de la siguiente
manera:

o, 0 0 ¢
Wy = a)y = RX’¢Ry’9RZYW 0 |+ Rx,¢Ry,9 g |+ Rx,¢ 0 Ecuacion 4-2
o, y' 0 0

Reemplazando las respectivas matrices de transformacion de orientacion en la anterior ecuacion:

o] [L 0 0]cd 0 —s@]|[cy sy 0] 0
o, =0 cp sp||0 1 0 ||-s¢y cy 0|0+
o, 0 —s¢ cg|[s®@ 0 cb 0 0 1y
_ . _ Ecuacién 4-3
1 0 O0f|lce 0 -s6||0 1 0 O0}|¢
0 cg sg|[0 1 O (|6|+/0 cp sp| O
10 —sp cp|ls®@ 0 co |0 0 —s¢p cg||l 0
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Realizando las multiplicaciones correspondientes, se tiene el vector velocidad angular en términos de los
angulos y de las derivadas de los &ngulos en cada uno de los ejes del marco del cuerpo respecto al marco
de referencia:

o, ¢ —y'sf -s6 0 1|y’
o, |=|d'cp+y'cOsp |=|cosp cg 0] 0 Ecuacién 4-4
o, w'coco—0'sg cocg —-s¢p Of ¢

Las anteriores ecuaciones se pueden resolver para w',6',¢'. La matriz que acompafia al vector de las

posiciones derivadas se conoce en dindmica espacial como la matriz B; debido a que la matriz B es no
singular (su determinante es diferente de cero) entonces pasa al otro lado de la igualdad mediante su
inversa (Baruh, 1999). Por lo tanto:

— - — 1r —

v’ - 0 1| o
' |=|cOs¢p cp 0| |w
¢'| |cocg —sp 0] |,

- 0 % % __ _ %a) _%a} 1 Ecuacion 4-5
[/ co co || o cd 7 co
0'|=|0 cp -S§ | |= Chw, — Sgo,
| ¢ | 1 sfsg sOcy || w, | o, + sOs¢ o + sgcy o,
co co i cd ’ co ‘]

Estas ecuaciones representan la cinemética de orientacion del satélite en secuencia de rotacion
w — 0 — ¢ ; estas ecuaciones dan informacion de roll, pitch y yaw en términos de la velocidad angular

del satélite en el marco atado al centro de masa del cuerpo rigido relativo al marco de referencia del
cuerpo y muestran una singularidad a 90°. Esta es la razén por la cual en algunas situaciones de ingeniera
se prefiere un orden especial de rotacién. En algunos sistemas inerciales, por ejemplo, esta singularidad
puede causar un fenémeno llamado gimbal lock (SIDI, 1997).

Las medidas de las velocidades angulares @,,®,,®, del cuerpo en cada uno de los ejes respecto al marco

de referencia fijo junto con las condiciones iniciales de cada uno de los angulos de Euler permiten integrar
con respecto al tiempo las anteriores ecuaciones, y de tal modo obtener los angulos de Euler cuando el
marco del cuerpo rota respecto al marco de referencia del mismo.

Al conocer los elementos de la matriz de cosenos directores se conoce la orientacion del satélite relativo al
marco de referencia del cuerpo, la matriz de transformacion R,,, se definié anteriormente. Para un cuerpo

en rotacion, los elementos de esta matriz pueden variar con el tiempo:
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Ryp = @Ry

O_|Q_

o, clcy cosy —s6 Ecuacién 4-6

Ry, = -, || sOsgcy —Cogsy  SOSgSy +CoCy  COS¢
0 || sOcgcy +sgsy  sOcgsy —sgcy  cOco

Donde los términos o, , @,, @, son las velocidades angulares que componen el vector velocidad angular

del cuerpo respecto al marco de referencia del satélite. Las anteriores ecuaciones se utilizan cuando el
vector velocidad angular se puede censar mediante instrumentacién de medicion, para luego encontrar las
componentes de la matriz de cosenos directores; sin embargo al resolver las anteriores ecuaciones se

necesitan las condiciones iniciales de la matriz R,,,(0).

Ahora bien, teniendo las velocidades angulares en cada uno de los ejes del marco del cuerpo, se calculan
las aceleraciones angulares mediante sus correspondientes derivadas en el tiempo (mediante la regla de la
cadena), estas aceleraciones son vistas en el cuerpo:

2 #0150 'S0~y 0'cH + 4"

coy' :i O'(t)ca(t) +w'(t)co(t)so(t) | =| w"cOsp —w'0'sOs¢ + y'd'cOce +6"ch—0'¢'s¢p
o, w'(t)co(t)ca(t) —6'(t)se(t) w'"cocey —y'0'sécd —y'g'cOsg—0"s¢p —0'g'co
o | T=s6 0 1][p"] [ -0'co 0 0o Iy’

, |=|cOsp cp O 0" |+| gcocp —y'sOsp —p'sp || O

o, cdcp —s¢ 0| ¢" —¢'cOsp —y'sbcg —O'co || ¢

Ecuacion 4-7
4.3 DINAMICA DE ORIENTACION PARA UN SATELITE

Desde una perspectiva histérica, Newton desarroll6 las leyes que describen el movimiento de cuerpos
rigidos, incluso antes de que se estudiara desde el contexto de particula. Definiendo la fuerza inercial que

actda sobre un cuerpo como dp/dt =ma, = F (donde a, es el vector aceleracion del centro de masas

del cuerpo rigido), la segunda ley de Newton se puede describir como la fuerza inercial siendo igual y
opuesta a la fuerza aplicada sobre él. La ley que gobierna el movimiento rotacional (tanto para particulas
como para cuerpos rigidos) fue formalmente establecida por Euler en 1775, al mismo tiempo que con la
ecuacion clasica de Newton. La ley de Euler dice que la tasa de cambio del momento angular alrededor
del centro de masa de un cuerpo rigido es igual a la suma de todos los momentos aplicados sobre el centro
de masa, o lo que es lo mismo (Baruh, 1999):

d
1 HG =M G Ecuacién 4-8

dt
El conjunto de la segunda ley de Newton y la ley de Euler proveen una completa descripcion del

movimiento de un cuerpo; estas en su conjunto constituyen las bases de la mecénica de Newton, la cual se
conoce también como la formulacion de Newton-Euler. La ley de Euler incluso se puede obtener de la
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segunda ley de Newton usando un elemento diferencial o la formulacion para una particula. De lo anterior
nace la ecuacién en su forma mas general que describe el balance del momento; cuando el punto B esta
atado al cuerpo, se puede mostrar que (Baruh, 1999):

d
EHB=M3+m(wer/B)va Ecuacién 4-9

Reescribiendo la igualdad anterior, la ecuacion que describe el movimiento rotacional de un satélite se
puede escribir como (B. J. Kim, 1996) (Chang-Hee, 1999) (Zhang, 1998):

H
d_ +oxH=1 Ecuacion 4-10
t

Donde H es el vector momento angular, y es el que rige el movimiento rotacional del cuerpo rigido;
mientras que @ es el vector velocidad angular del satélite (tanto el momento angular como la velocidad
angular se mueven en el marco del cuerpo, relativo al marco de referencia estatico del satélite). H es el
momento angular del satelite, el cual es la suma del momento angular del cuerpo denotado como H; vy el

momento angular de las ruedas de reaccion h,, .

H=H B + hW Ecuacion 4-11

Mientras que 7 es el vector de momentos externos que actua sobre el centro de masas del cuerpo rigido.
Definiendo la matriz de inercia del satélite como |, donde H = I @ se tiene la nueva ecuacion que rige
el movimiento rotacional del cuerpo:

(HB'+hW')+a)x(HB+hW)=r

Ecuacion 4-12

lgo +h, +ox(l;o+h,)=1

Donde
0 -0, o
wxX=| w, 0 -, |= @ Ecuacion 4-13
-0, O, 0

El modelo dindmico que describe la orientacion de un satélite se puede escribir como:

IBa)' +hW' +CZ)(|B(0+ hW)ZT Ecuacion 4-14

Donde la velocidad angular @ del centro de masas del satélite esta representada por la secuencia de
rotacion en angulos de Euler anteriormente mencionada (i — 6 — ¢). Finalmente se llega al modelo

dindmico mas general que explica el movimiento rotacional de un satélite y se escribe como (Jafarov,
2006)(Zuliana Ismail, 2009) (Ji Li, 2005):

[ ~ ~
IBa)’ + hw + ol g+ a)hw =T Ecuacion 4-15
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44 MODELO NOLINEAL DE ORIENTACION PARA UN SATELITE

El modelo completo que describe la orientacidn de un satélite de 3 grados de libertad incluye los torques
externos; sin embargo no se afiadira el torque gradiente de gravedad por facilidad en los calculos (para
incluir el torque gradiente de gravedad en la ecuacion de movimiento se debe tener en cuenta el cambio en
la velocidad angular que se presenta por el efecto de la drbita terrestre). Adicionalmente, la simetria del
sistema permite definir la matriz inercia del satélite como:

I, 0 0
|B =0 |yy 0 Ecuacion 4-16
0O 0 1

La matriz inercia del cuerpo solamente posee sus componentes diagonales debido a que la masa del
mismo esta distribuida en cada uno de los tres ejes coordenados del satélite de la siguiente manera:

AL
- —'——‘_'__‘_‘—---..1_‘
%
a, A
o T
b5
N
\,

83 b

-

S \‘II
T /
@y e
) /_"' ) W, S

o L - ”
- \ .,

- e
- J .
ﬂ'/lf'l L““' & .|

/

Figura 10. Esquema del satélite con las tres ruedas de reaccion (Shahin S. Nudehi, 2008)

Reemplazando el vector aceleracion angular, la matriz inercia del cuerpo, el vector torque, y sustituyendo
los vectores velocidad angular, momento angular de las ruedas y el torque generado por las ruedas de
reaccion se tiene (Zuliana, 2009):
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lg@' +h, +d&l,o+oh, =1

L 0 0][-s6¢ 0 1][w"] [ -0c6 0 o Ty | M
0 I, O |j|cOsg cp O} " |+| g'cocg —y'sOsp —¢'sg| 0 |+ hwy'
0 0 1,|||lcOcp —sp 0| ¢" —g'cOs¢p —w'sOcyp —0O'co || ¢ h '
i 0 —(p'cOcp—0'sp) Ocp+y'cosg|[l, 0 0[-s& 0 1y’
+| w'cOcp—0'sp 0 —(¢'-y's6) || 0 1, O cosg cp 0|6
| —(O'cp+y'cosy) ¢ —y'so 0 L0 0 1,|[cocp —sp 0] ¢
i 0 —(p'cocp-0'sp) Ocp+y'cosg|[h, ] [z,
+| w'cOcp—0'sp 0 —(¢'-y's6) || h,, |=|7,
| —(O'cp+y'cosy) ¢ —y'so 0 1L h. T,

Ecuacidn 4-17

45 MODELO LINEAL DE ORIENTACION PARA UN SATELITE

Por facilidad en los calculos, todas las matrices coseno direccionales utilizadas inician en los angulos
w,0,¢ originalmente en cero, donde se puede aplicar la identidad matricial A™ = A". Es importante
notar que para angulos de Euler pequefios todas las transformaciones de Euler tienen aproximadamente la
misma forma; asi que tomando como sin(f#)= f y cos(f)~1 para angulos de /S pequefios (esta

aproximacion se aplica de igual manera cuando se trabaja con los angulos de Euler) luego se tiene que la
matriz de transformacion queda:

clcy cOsy —s6 1 W -0 1 v -6
R, =| SOsgCy —Cgsy  SOsgsy +Cocy  COsp |~ | Op—y wOp+1l ¢ |=|—w 1 ¢
sOcgCy + SpSy  SOCPHSy —Sgcy  COCH O+yp wo—-¢ 1 0 —¢ 1

Ecuacion 4-18

Las derivadas de la rotacidn basadas en los angulos de Euler necesitan un tratamiento con los 9 elementos
de la matriz de cosenos directores, y cada elemento puede incluir algunas funciones trigonométricas. Asi
mismo, se aproxima el vector velocidad angular para angulos pequefios:

@, ¢ —y's0 §-yo| | ¢
o, |=|0'cp+y'cosp |~| 0" +y'd|=| O Ecuaci6n 4-19
w,| |y'cdcp-0'sg| |y'-09| |y

Por altimo, se aproxima el vector de aceleraciones angulares cuando los &ngulos son muy pequefios:
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a)X _l/lﬂse _l//IQICH+¢N _l/lﬂe _l//lgf + ¢Il ¢II
a)y' =|y"cOsp—y'0'sOsp+y'g'coch+0"Chp—0'9'sp |=|w'd—yw'00p+y'd +0"-0'¢'¢ |=| 0"
a)z, W”Cec¢—W’0’300¢—W’¢’C03¢_9”S¢_0’¢,C¢ l//"_l//lele_l//I¢(¢_0”¢_el¢! l//”

Ecuacion 4-20

Q

Reemplazando en la ecuacién de movimiento las aproximaciones de la aceleracion angular y la velocidad
angular:

lg@' +h, +&l,0+oh, =1

I, 0 of¢] ™| O — @7, 0o ol¢] [0 - o7h,] [r
0 I, 0@ |+ h, [+|v' 0 —¢|0 I, 0|&|+y 0 —¢'|h, |=|7,
0 0o Iyl |n'| -0 ¢ oo o Iy||-¢ ¢ o0]h.] |=

Wz

Ecuacion 4-21

Resolviendo las respectivas multiplicaciones se tienen las ecuaciones que describen la dindmica del
satélite en tres grados de libertad.

L 8" +0w' (1, -1, )+h, 0 —h w'+h, =z,
Iyyeﬂ + ¢’l//’(lxx _ IZZ ) + hWXl//' _ hWZ¢! + hwyl — Ty Ecuacidn 4-22
IZZ!//”+¢'0l(|yy _ Ixx)+ hwy¢,_hwx0'+hwz, =1,

Reorganizando términos y despreciando los torques externos se llega a:

_ell//(|zz - Iyy)_ hwx' o hwzel—i_ hwyl//l
|

XX

_ _¢’l//'( I XX Izz ) - hwy’ - hwxl//' + hwz¢'
I

yy
e —¢0'(1,,-1,,) —I h, —h,¢'+h,0

24

¢ =

9"

Ecuacion 4-23

En las anteriores ecuaciones h,,,h, ,h,, son las componentes del vector momento angular de las ruedas

wy ! wz

"h "'h ' son las

wx ?wy 1wz

con los ejes de rotacion a lo largo de X;,Yg,Z, respectivamente. Los términos h
derivadas del vector momento angular que las ruedas ejercen sobre los ejes del cuerpo. Si QX' es la

aceleracion angular sobre el eje X, de la rueda, por lo tanto h, ' =J Q' es el momento angular
negativo que el eje X, de la rueda ejerce sobre el satélite. EI mismo principio aplica para las
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componentes de los ejes Y,,Z,. Por lo tanto y teniendo como fundamento lo anterior, el control de

orientacion se puede lograr controlando estas aceleraciones angulares, las cuales son torques internos
ejercidos sobre el satélite. Si se llegan a adicionar torques internos o externos dentro del modelo dinamico
(como el gradiente de gravedad, el torque magnético o torques de reaccion gue son aplicados al satélite),
estos deben ser incorporados en el vector torque de control (SIDI, 1997).

Ahora bien, la ecuacion 4-12 representa la ecuacion de movimiento rotacional de Euler; esta ecuacion se
puede escribir tnicamente para el cuerpo (considerando las velocidades y las aceleraciones de las ruedas
de reaccion en cero) en su forma vectorial como:

lo'+ox(lo)=1 Ecuacion 4-24

Donde @ es la velocidad angular del centro de masas del satélite y 7 es el vector de momentos externos
que acta sobre el centro de masas del cuerpo. Para los ejes principales del marco de referencia, las
ecuaciones de movimiento rotacional de Euler para el cuerpo son:

!
Iyya)y _(Izz - Ixx)a)zw =T Ecuacién 4-25

Estas son tres ecuaciones acopladas, diferenciales no lineales para las variables de estado w,w,®,; la

ecuacion 4-25 junto con las ecuaciones diferenciales de la cinética describen completamente el
movimiento rotacional del cuerpo con los tres grados de libertad. Asumiendo que la magnitud de los
momentos de inercia son diferentes entre si, las ecuaciones de movimiento en estado estable (velocidad
rotacional constante) se convierten en (Wie, 1952):

—(IW—IZZ)wwa =7,
_(Izz - Ixx)a)zwx =7, Ecuacién 4-26

—(IXX — Iyy)a)xa)y =T,

Donde (a)x : a)y,a)z) es un punto de equilibrio. Combinando las tres ecuaciones se tiene:

2 2 2 ..
(|yy—|ZZ)(|XX—|ZZ)(|XX—|W)COX a)y , —TXTyTZ Ecuacion 4-27

Esta ecuacion indica que los puntos de equilibrio existen solo si z,z,z, >0. Proporcionando unas

constantes de torque (rx,z-y : rz) ,con 7,7,7, >0 se obtienen seis puntos de equilibrio (ia) tw

X!

y,ia)z):
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N o T.T
W :\/ XX prd z°X Ecuacion 4-28

S
Il

(7,00)={(0,0,,0,):~(1,, -1, ) 0,0, =7,
(0.7,,0)={(®,,0.0,):+ (1, ~ 1, ) 0,0, =17, }
(0.0,7,)={(@,0,,0): (1, -1, )00, =7}
(0,0,0)={(0,0,0),(,,0,0),(0,@,,0),(0,0,, )}

Para los demés puntos no existen puntos de equilibrio (todo el analisis del punto de equilibrio se realiza en
estado estable, es decir, no se consideran las entradas del sistema) (Wie, 1952). Si se asumen pequefias
variaciones para el marco coordenado de referencia atado al centro de masas del cuerpo y respecto al
marco que gira con el satélite (esto incluye las ruedas de reaccion para la consecucion de todo el modelo),
la ecuacion 4-23 se puede linealizar en el espacio de estados alrededor del punto certero de equilibrio
anteriormente fundamentado como (Won, 1999):

, (df j (df J 3
X = — [X+]|—|U Ecuacion 4-29
dx du

Donde

x=[¢.0.v'.0.0p]
g

u= [hwx', hy hWZ'J

En donde el vector X son las seis variables de estado del sistemay U es el vector de entradas. Para tener
condiciones iniciales en cero encontramos la ecuacion lineal para cualquier torque nulo capaz de mantener
el sistema en equilibrio. Por simplicidad se asume el caso en el cual la posicidn se mantiene estable, donde
los valores de los torques que mantienen en equilibrio el sistema estan fijos a:

x, =[0,0,0,0,0,0]'
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Por lo tanto, las siguientes ecuaciones se pueden definir derivando cada una de las componentes de las
ecuaciones en términos de cada una de las variables y de las entradas como (Won, 1999):

!
¢l!zIW_I229I+IW_IZZV/!_hwx +hWy_hwz
I |

XX XX XX XX XX

!
9" ~ Izzl_lxx ¢I+ Izzl_lxx l//;_r:wy _wa +TWZ

vy vy vy vy yy

hwx _hWy

Ecuacion 4-30

!
l//"z XX yy¢,+lxx yyH,_hWZ +

De lo anterior se puede llegar a un modelo en variables de estado de la siguiente forma:

¢N ¢I ¢ hWX hWX
0" |= [Al] 0 |+ [AZ] 0|+ [AS] hwy’ + [A4] hwy Ecuacion 4-31
l//" l//! l// h\NZ, hWZ

Donde las matrices [A ],[ A, ].[ A;].[ Ai] estén definidas como:

0 Iyy_lzz Iyy_lzz
Ixx Ixx
I -1 I -1
[A1]= zzI XX 0 zzI XX
yy yy
el A P 0
L Izz Izz i
[AZ]:03><3
_Ii 0 0
1
[A]=| O -7
yy
0 0 _Ii
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o L _1

XX IXX
1 1

[A]= T Y
yy yy
D

Por lo tanto, el modelo dinamico del sistema se puede representar en espacio de estados como:

X"= Ax+ Bu
C Ecuacion 4-32
y=0LX

Equivalente a tener el siguiente sistema en espacio de estados reportado por (Jafarov, 2006):

x’:[ A A }xj{ & }u
|3><3 03><3 03><3

y:[03><3 |3><3]X

Ecuacion 4-33

El vector momento angular de las ruedas de reaccion, relacionado con la matriz A, no se considera

entrada del sistema como se explico anteriormente; el vector de entrada del sistema es el torque que las
ruedas de reaccién aplican sobre el cuerpo (la derivada del momento angular). Por lo tanto, la matriz B se
compone por A, asi:
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i I, —1 I, -1 ] i }
0 yyl = yyl = 000 _Ii 0 0
—¢”— XX XX —¢,— XX
9" Izz_lxx 0 Izz_lxx 00 0l¢ 0 _i 0 ,
l, l, l, M
W” '//! 1 hl
o T + ¥
¢r xxI yy xxl yy 0 O O 0 ¢ 0 0 _I_ y
' z z z ||h'
0 0 Wz
' 1 0 0 0O 0 0 0
i 1 oo0of" 0o o o
0 1 o000 LO 0 0
KA
9’
00010 0],
y=l0 00010 ‘;
0 00O0O0O1
0
LV

Ecuacidn 4-34

Como se menciond anteriormente, las seis variables de estado del modelo dindmico que representa la
orientacion de un satélite son el cabeceo (i), la orientacion () y la inclinacion (¢) ademas estan sus
correspondientes derivadas respecto al tiempo ' (pitch), &' (roll) y ¢’ (yaw) (Baruh, 1999). Las
anteriores ecuaciones conforman el completo modelo dindmico lineal del satélite.

46 PARAMETROS DEL SATELITE INTELSAT V

La determinacion del modelo tedrico anteriormente establecido se aplicara para posteriores analisis de
respuesta en lazo abierto de la planta no lineal y del modelo lineal, analisis de controlabilidad y
observabilidad ademas de la sintesis de un controlador sencillo para posteriores pruebas y para efectos de
este trabajo; todo lo anterior usando los parametros validos de un satélite de comunicaciones
geoestacionario IntelsatV. A continuacion se muestran las caracteristicas mas importantes de este satélite:

Principle moments of inertias, Iy, I, Is3 .......0 3026, 440, 3164 kg,m1
Main body dimensions, x-v-z.........ccov e 152 1.7 %22 m
Solar arrays......oooveiiiiiiiiiiiinn e 20 m(tip-to-tip)

Max. torques supplied via RW.................... 0.10 Nm

Bias momentum...............ooocoiiiiinien. 914 Nmis

Liquid bi-propellant thrusters....................... N;Oy/MMH

AITAY POWET . .ooviiiiiiiiiiiiciiiiieeaecaeeeee.. LS KW

Figura 11. Parametros del satélite IntelsatV (Wie, 1952)
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Los datos suministrados por la figura 11 seran utilizados para establecer un modelo no lineal (ecuacion 4-
23), determinar el modelo lineal del cuerpo (ecuacidn 4-34) y asi validar los modelos usando datos de un
satélite real para posteriores analisis del controlador sencillo que propondra este trabajo.

4.7 MODELO NO LINEAL DEL SATELITE INTELSAT V EN SIMULINK

Al obtener las ecuaciones de orientacion en cada uno de los ejes del sistema (ecuacion 4-23), se construye
y simula el modelo mediante los diagramas de bloques que permite utilizar Simulink-Matlab; el analisis y
la respuesta de cada uno de los diagramas permitira evaluar el comportamiento del sistema no lineal para

luego comparar éste con la respuesta del sistema linealizado y encontrar asi una validacién del modelo
lineal respecto al no lineal.

ﬁ Froducts Scopet
From11
From3 «
n Froductd
From10

Figura 12. Modelo no lineal de la Ecuacidon 4-23 (aceleracion en el eje x)

Msth
Funation1

Produdtl | Integrater2

Figura 13. Modelo no lineal de la Ecuacion 4-23 (aceleracidon en el eje y)
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Scopeb

Gota17

Froma1

From28
n Product 1

From25

Froma2

*

@ Froduct10

Figura 14. Modelo no lineal de la Ecuacion 4-23 (aceleracion en el eje z)

A continuacion se presentan las graficas que el modelo no lineal retorna en respuesta de lazo abierto (la
entrada paso tiene una amplitud de 0.1Nm como méaximo torque que puede suplir una rueda de reaccion,
esta entrada paso tiene efecto en el instante t=0s). En la gréfica se ven las tres respuestas del sistema:

Figura 15. Respuesta paso al modelo no lineal de la Ecuacion 4-23 (grafica de posicion)

Las tres funciones de la figura 15 corresponden a las posiciones en cada uno de los ejes del satélite: el
cabeceo y (gréfica azul), la orientacion € (gréfica roja) y la inclinacion ¢ (gréafica verde). La siguiente

grafica muestra las velocidades angulares del cuerpo: pitch e, (grafica azul), roll @, (gréfica rojo), yaw
w, (grafica verde).
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Figura 16. Respuesta paso al modelo no lineal de la Ecuacién 4-23 (grafica de velocidad)

Las graficas tienen un comportamiento oscilatorio (claramente inestable); la Ultima gréfica corresponde a
las aceleraciones angulares: ¢ (grafica azul), «, (grafica rojo), o, (grafica verde).

Figura 17. Respuesta paso al modelo no lineal de la Ecuacién 4-23 (grafica de aceleracion)
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4.8 MODELO LINEAL DEL SATELITE INTELSAT V EN SIMULINK
El modelo lineal del satélite

ecuacion en variables de estado.

IntelsatV se crea mediante la formulacion Newton-Euler linealizado
(ecuacion 4-34) anteriormente y los datos suministrados en la figura 11. Al tener un modelo en espacio
de estados, no se utilizan directamente los diagramas de bloques de la herramienta Simulink. En MatLab
se define un modelo en espacio de estados introduciendo cada una de las matrices que componen la

[ Command Window

o Mew ko MATLAB? Watch this Wideo, see Demos, or read Getting Starked.

»» 8¥3=8s3(A,B,C,D)

x1
x2
x3
x4
x5

XE

x1
®2
x3
x4
x5

XE

7l

Ta
w3

¥l

v2
73

®x1

0.3136
0.8173

ul
-0.0003305
a

oo oo

®3

o
[ R R o R )
o

o
O O O b
o

®2 ®3 x4
0.8002Z -0.°2002 a
a 0.313& a
0.8173 u] a
a u] a
1 u] a
a 1 a
uz ui
a a
-0.002273 a
0 -0.00031&1
a a
a a
a a

x4 =5 =&

1 a a

a 1 a

a a

Continucus-time modesl.

Kl

[4]

=

oo oooo

®E

O oo ooaoa

Al definir el modelo en espacio de estados, se obtiene la respuesta paso del mismo mediante la

Figura 18. Modelo lineal de la Ecuacion 4-29 en espacio de estados

elaboracion del sistema en Simulink asi:

Figura 19. Respuesta paso al modelo lineal de la Ecuaciéon 4-29

|

Step1

* = Ax+Bu ) |:|
y = Cx+Du
State-Space Scopef
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La entrada paso del modelo es un vector de tres posiciones (correspondientes a los torques debidos al
cambio del momento angular de las ruedas de reaccion sobre el satélite). Esta entrada actda en el instante
cero y con una amplitud de 0.1Nm por cada una de las ruedas de reaccion.

E! Source Block Parameters: Stepl x|
—Step

QOutput a step.
—Parameters

Step time:

Initial value:

jo

Final value:

0. 1;0.1;0.1]

Sample time:

jo

i Interpret vector parameters as 1-D

¥ Enable zero crossing detection

Ok I Cancel Help

Figura 20. Definicidn del vector de entrada al modelo lineal de la Ecuacién 4-29

E! Function Block Parameters: State-Space |

—State Space

State-space model:
dxfdt = Ax +Bu
¥y =Cx +Du

—Parameters

A
3

B:

Initial conditions:
| [0;0;0;0;0;0]

Absolute tolerance:
I auto

State Mame: (g.q., 'position”)

OK I Cancel Help Apply

Figura 21. Definicion del bloque modelo en espacio de estados de Simulink

El bloque State-Space tiene como parametros de entrada las cuatro matrices. Las condiciones iniciales en
cero indican que todas las variables de estado comienzan con valor nulo bien sea en posicion angular o en
velocidad angular. A continuacion se ven las tres salidas de posicion del modelo lineal:
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Figura 22. Respuesta paso al modelo lineal de la Figura 17 (grafica de posicidn)

Las dos siguientes graficas son las respuestas de las velocidades y las aceleraciones angulares del satélite:

Figura 23. Respuesta paso al modelo lineal de la Figura 17 (grafica de velocidad)
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Figura 24. Respuesta paso al modelo lineal de la Figura 17 (grafica de aceleracion)

49 VALIDACION DEL MODELO DINAMICO DEL SATELITE

Para validar el modelo lineal se compara la simulacion basada en las ecuaciones del modelo no lineal con
el modelo lineal del sistema que se crearon mediante la herramienta Simulink de MatLab. Se usan las
mismas entradas y pardmetros en ambos modelos con el fin de obtener salidas que nos permitan establecer
una validacion. Para las entradas (la variacion de los momentos angulares de las ruedas de reaccion) se
usaron sefiales paso con un valor final igual a 0.1Nm y que empieza a actuar desde el tiempo t=0. Para la
realizacion de los modelos se usaron los pardmetros obtenidos en (Wie, 1952). Las gréficas a continuacion
muestran el comportamiento de la posicién, la velocidad y la aceleracion angular de cada uno de los ejes;
el modelo NO LINEAL (gréficas de arriba) y el modelo LINEAL (graficas de abajo) se ubican paralelas
de forma que se pueda ver el comportamiento de ambas simulaciones al tiempo. Donde el cabeceo

(gréfica azul), la orientacion € (gréafica rojo) y la inclinacion ¢ (gréafica verde) conforman el gréfico a
continuacion:
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Figura 24. Comparacion de la posicion entre el modelo no lineal (arriba) y el modelo lineal (abajo)

Se ve un comportamiento muy similar entre ambos modelos, a continuacion se muestra la grafica del error

de posicion (fue la que presentdé mayor error) entre ambos modelos para la inclinacién 9. El
comportamiento inestable del sistema genera una sefial de error que incrementa a medida que transcurre el
tiempo. En la gréfica se ve que para un intervalo de tiempo de 20 segundos, el mayor error se presenta a

los 18 segundos con un valor aproximado a 5.5x107.
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Figura 25. Error de inclinacion entre el modelo no lineal (arriba) y el modelo lineal (abajo)
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Figura 26. Comparacion de la aceleracion entre el modelo no lineal (arriba) y el modelo lineal (abajo)

El comportamiento oscilatorio de ambos modelos es muy similar, para tiempos cercanos a cero, el error se
aproxima a cero; sin embargo a medida que el tiempo aumenta el error también lo hace. Con esto se puede
concluir que cuando se acelera una rueda de reaccion y en el sistema no actdan torques externos, entonces
el satélite no dejara de girar; si se sigue acelerando la rueda de reaccién, el cuerpo girard cada vez mas
rapido.

410 ANALISIS DE CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD

4.10.1 INTRODUCCION
La controlabilidad de un sistema lineal se da en un intervalo de tiempo [t,,t;] si existe una entrada u(t)
que al ser aplicada al sistema desde un estado inicial X(t,), transfiere el sistema al estado X(t,) =0. Si

esta propiedad se mantiene sin tener en cuenta el tiempo inicial t, o el estado inicial X(t;), entonces el
sistema es completamente controlable. Por otro lado, un sistema es observable en un intervalo de tiempo
[t,,t,] si para un estado inicial X(t,) se conocen dos funciones u(t) y y(t) en el mismo intervalo tal que
sean suficientes para determinar una solucién Unica de X(t,). Si esta propiedad se mantiene sin tener en

cuenta el tiempo inicial t, o el estado inicial X(t,), entonces el sistema es completamente observable. Las

definiciones de controlabilidad y observabilidad referenciadas anteriormente se contemplan tanto para
sistemas SISO como para sistemas MIMO (Bay, 1999). El teorema para comprobar la controlabilidad y
observabilidad de sistemas LTI afirma que para un sistema n-dimensional continuo en el tiempo es
completamente controlable si y solo si la matriz:

CO =[B|AB|..|A""B]

Tiene un rango igual a n. El sistema es observable si y solo si la matriz:

46



C
CA

CA"™!

Tiene un rango igual a n.(Bay, 1999)

4.10.2 CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD DEL MODELO DINAMICO
Al establecer el modelo lineal como un sistema en espacio de estados, se realiza el andlisis de
controlabilidad y observabilidad del mismo.

| Command Window

o Mew ko MATLAB? Watch this Wideo, see Demos, or read Getting Starked.

»» 8y¥ys=s8s(A,EB,C,D)

a =
®1 ®2 ®3 x4 ®5 XE
x1 0 -0.%002 -0.%002 a a a
x2 0.313& a 0.313& a a a
x3 0.8173 0.8173 u] a a a
x4 1 a u] a a a
x5 a 1 u] a a a
XE a a 1 a a a
b =
ul uz u3
x1 -0.0003305 a a
x2 a -0.002273 a
x3 a 0 -0.00031&1
x4 a a a
x5 a a a
XE a u] a
o =
®x1 =2 =3 =4 x5 xE
vl a u] a 1 a
v2 a o a a 1 u]
¥3 a u] a a 1
d =
ul uz  u3
vl a u] a
¥2 a u] a
] a u] a

Continuous—-time modesl.

Kl

Figura 26. Modelo lineal de la Ecuacion 4-29 en espacio de estados

La matriz de controlabilidad se calcula mediante la funcion ctrb() de MatLab, como resultado se tiene una
matriz de 18 columnas por 6 filas:
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o Mew ko MATLAE? Watch this Video, see Demas, or read Gekting Started,

> Co=ctrbisvys)

Co =

Columns 1 through 10

-0.0003 n] a a 0.00z0 0.0003 0.0003 0.0017 0.0001 0.0o0z
n] -0.0023 a -0.0001 a -0.0001 -0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
n] n] -0.0003 -0.0003 -0.0018 a -0.0001 0.0017 0.0o00z 0.0o0z
n] n] a -0.0003 a a a 0.00z0 0.0003 0.0003
n] n] a a -0.0023 a -0.0001 a -0.0001 -0.0001
n] n] a a a -0.0003 -0.0003 -0.0018 a -0.0001
Columns 11 through 18
-0.001& —-0.000z2 —-0.0003 -0.00z2z2 —-0.000z2 —-0.0003 0.0004 0.0001
0.0010 0.0001 0.0001 —-0.0000 —-0.0000 —-0.0000 —-0.0008 -0.0001
0.0014 0.0001 0.000z2 —-0.0004 -0.0001 -0.0001 —-0.0018 —-0.000z2
0.0017 0.0001 0.000z2 -0.001& —-0.000z2 —-0.0003 -0.00zz2 —-0.000z2
0.0001 0.0001 0.0001 0.0010 0.0001 0.0001 —-0.0000 —-0.0000
0.0017 0.000z2 0.000z2 0.0014 0.0001 0.000z2 —-0.0004 -0.0001

=x rank(Co)

ans =

Figura 27. Matriz de controlabilidad del sistema definido en Figura 27 y su rango

Al calcular el rango de la matriz de controlabilidad con la funcién rank() se obtiene el mismo nimero de
variables de estado del modelo. El anterior andlisis indica que el modelo es un sistema controlable; como
el sistema es controlable, entonces las variables de estado del sistema pueden tomar cualquier valor
deseado sin importar las condiciones iniciales en un intervalo de tiempo. De la misma manera se calcula la
matriz de observabilidad con la funcién obsv() de MatLab asi:
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0 Mew ko MATLAB? Wakch this Video, see Demos, or read Gekting Skarted.

== Ch=obsvisys)

Qb =

n] a a 1.0000 a a]

u] u] u} u] 1.0000 u]

n] a a n] a 1.0000
1.0000 u] a u] a u]
n] 1.0000 a n] a a]

u] u] 1.0000 u] a u]

u] -0.800z2 -0.5002 n] a n]
0.313& a 0.313& n] a a]
0.8173 0.8173 u} u] a u]
-1.0181 -0.7357 -0.2823 n] a a]
0.Z583 -0.0z&0 -0.2823 u] a u]
0.2583 -0.7357 -0.4754 n] a a]
-0.4815 0.8857 0.&857 u] a u]
-0.238% -0.4815 -0.2382 n] a n]
-0.8228 -0.8226& -0.4&15 n] a a]
0.7755 0.275%2 0.&305 u] a u]
-0.3400 0.0158 0.0703 n] a a]
-0.57Z5 0.1832 0.3&852 u] a u]

== ranki{Ch)

ans =

Figura 28. Matriz de observabilidad del sistema definido en Figura 27 y su rango

Cuando se calcula el rango de la matriz de observabilidad del sistema se obtiene al igual que con el
anterior andlisis el mismo numero de variables de estado que se poseen, lo cual indica que el sistema
también es observable. Este andlisis se realizd con los parametros del satélite IntelsatV expuesto
anteriormente. Como el sistema es observable, entonces se puede determinar el estado del sistema a partir
de mediciones de las entradas y las salidas en un tiempo finito; con la posibilidad de construir un
observador.

4.11 CONTROLADOR PARA EL SISTEMA DE ORIENTACION

4.11.1 INTRODUCCION

Teniendo en cuenta los modelos matematicos que representan la orientacion de un satélite obtenidos
anteriormente, se puede ver que la ecuacion en variables de estado del sistema es multivariado. Estas
ecuaciones de estado necesitarian un controlador multivariable para poder cumplir con las
especificaciones de orientacién del sistema, ya que una variable puede actuar simultdneamente en las tres
ecuaciones, produciendo asi una dependencia entre ellas. Para poder controlar el modelo dindmico del
sistema se propone la elaboracion de un controlador por retroalimentacion de estados. Asi mismo, se
disefia un controlador simple para un sistema de orientacion de un grado de libertad de un vehiculo
espacial, teniendo en cuenta que se trabaja variable de salida por variable de salida para que de esta
manera si se quisiera el control total del satélite, se haria de manera cuasi estatica controlando eje por eje.
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4.11.2 CONTROL POR RETROALIMENTACION DE ESTADOS

El control por retroalimentacion de variables de estado es muy utilizado en ingenieria aeroespacial, y el
siguiente procedimiento sigue el orden de (Jafarov, 2006). Teniendo el modelo en espacio de estados del
satelite, con un control lineal como:

u= _é’la) — 4”19 =—KXx Ecuacion 4-35
Y sustituyendo la ecuacion anterior en la ecuacion en variables de estado:

X' = Ax+ Bu Ecuacién 4-36

La ecuacién del sistema en lazo cerrado es:
X' = AX—BKXZ(A—BK)X Ecuacion 4-37

El anterior sistema es asintdticamente estable si la matriz A— BK tiene valores propios negativos, los
cuales se pueden encontrar con la ecuacién caracteristica:

sl -A+BK|=0 Ecuacién 4-38

Utilizando el método de ubicacion de polos para reubicar los polos del sistema lineal inestable a unos
polos deseados y descritos por (Jafarov, 2006) para un satélite IntelsatV mostrados en la siguiente figura:

Eigenvalues of 4 - Bg

A=-0.0153
A= -0.0087
A= -0.0087
A=-0.0163
A= -0.00687
A= -0.00668

Figura 29. Valores propios deseados por (Jafarov, 2006)
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B Editor - E:\codigo_K.m*

File Edit Text Go Cel Tools Debug Desktop Window Help

E5H|* E\E]Lg;]"] ("'|\£a'=;=?' H«*ﬁ{|mvaﬁ@@@@@|stack:lhse VI
EEIE|—|1.0 + [ =i x| | O

1- Ixx=302Z&:;

2 - Iyy=440;

= Izz=31&4;

4

Hi= kil=(Iyy-Izz)/Ixx;

== k2={Izz-Ixx)/Iyy:

7il= k3= (Ixx-I1yy)/Izz;

g

= A=[0 kK1 K1 00D O0;k2 0O K2 00Ok K3 000010000001 00000010007
10

11 — B=[-1/Ixx 0 0;0 -1/Iyy 0;0 0 -1/Iyy;0 0 0;0 0 0;0 O 0O]:
12

13||= C=[(00D0D100;000010:00000 1]:
14

155 D=[0 0 0;0 0 0;0 O 01

1&

17 = P=[-0.01830;

18 -0.01830;

18 -0.00470;

20 —-0.00470;

21 -0.00&e87:

22 -0.00&87]:

23

24 — K = PLACE (4,B,P):

Figura 30. Cadigo que calcula las ganancias de retroalimentacion

El cdédigo expuesto anteriormente define las matrices de la ecuacion de variables de estado descritas
anteriormente, estas matrices se configuraron con los parametros del IntelsatV. La funcion place() de
MatLab permite calcular la matriz de ganancia K teniendo como argumentos la matriz A, B y del vector
de valores propios deseados. El diagrama de bloques para el sistema descrito en las ecuaciones 4-48 y 4-
49 y mostrando a continuacion la matriz K descrita anteriormente:

E =
1.0=+003 *
-0.07&2 2.7240 2.7240 -0.0004 u] u]
-0.1380 -0.0051 -0.1380 u] -0.0000 u]
-0.35%¢8 -0.355¢e -0.0101 u] u] -0.0000

Figura 31. Matriz de ganancia K

La configuracion de control por retroalimentacion de variables de estado que se utilizd fue la de (Ogata,
2002) y es la siguiente:
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-K

Figura 32. Control en lazo cerrado del sistema u=-Kx (Ogata, 2002) (Ogata, 2002)

Donde A, B, C, D son las matrices que componen el sistema en variables de estado del modelo lineal
obtenido anteriormente. La matriz —-K es la ganancia para la configuracion de control por
retroalimentacion de estados, la cual es proporcionada mediante los polos deseados. El sistema de control
mencionado anteriormente se aplica para el caso de estudio del satélite IntelsatV de la siguiente manera:

¥
w |
¥
I:-I-1

Step Integrator

A
A

Soope

Figura 33. Diagrama de bloques del modelo MIMO del satélite

Es necesario tener en cuenta que para obtener la respuesta de la configuracion anterior, se deben de
modificar los parametros internos de cada bloque. A continuacion se muestra como se deben escoger los
parametros del bloque A para que sea operada como matriz (todo este procedimiento se realiza en
Simulink), el valor “multiplication” debe de estar en “Matrix(K*u)”, como se muestra a continuacion:

x

Gain

’VEIEITIEHTHMSE gain {y = K.*u) or matrix gain {y = K*u or y = u™).

Main | Signal Attributes I Parameter Attribuhesl
Gain:
A
Multiplication: [Matrix(*u) |
Sample time (-1 for inherited):

|-1

oK I Cancel Help Apply

Figura 34. Definicidn del bloque A del sistema de control por retroalimentacion de estados
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Figura 35. Torques de control K*u

La anterior figura corresponde al torque de control que ejerce sobre el sistema para asi estabilizar el
satélite tanto en posicion como en velocidad y aceleracion. El bloque referencia corresponde a las entradas
del modelo (los cambios del momento angular de las ruedas de reaccién), las cuales no superan 0.1Nm de
torque debido a las especificacion con las que se esta trabajando. En esta grafica el cabeceo y (grafica

azul), la orientacion @ (gréafica roja) y la inclinacion ¢ (gréfica verde) conforman el gréfico a
continuacion:
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Figura 36. Posiciones angulares

En la anterior grafica el cabeceo y (gréfica azul), la orientacion @ (gréfica roja) y la inclinacion ¢

(gréfica verde) se estabilizan en una posicion constante (en aproximadamente 1400 segundos), lo que es
normal para el tipo de satélite analizado.

Figura 37. Velocidades angulares
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En la anterior grafica se muestran la inclinacion ¢ (gréfica azul), la orientacion & (gréfica roja) y el
cabeceo y (gréfica verde). Las velocidades angulares llegan a cero en el mismo intervalo de tiempo
mencionado anteriormente. Lo que indica que el satélite después de cierto tiempo se queda estacionario.

Figura 38. Aceleraciones angulares

En la anterior grafica se presentan la inclinacion ¢ (gréfica azul), la orientacion @ (gréfica roja) y el
cabeceo y (gréfica verde). Las anteriores graficas muestran la respuesta del sistema controlado a una

entrada 0.1Nm, el cual es el méximo torque producido por cada una de las ruedas de reaccion segun los
parametros del satélite nombrados anteriormente. Se puede observar en las graficas del sistema controlado
un tiempo de establecimiento aproximado a los 1400 segundos, y un sobre pico en la aceleracion angular

del satélite de 2.3x10°para la inclinacion ¢ (grafica azul), 3x10™ para la orientacién & (grafica roja)

y finalmente 0.4x107°para el cabeceo v (grafica verde).

La implementacion de este controlador por retroalimentacién de estados se puede realizar mediante
electronica analdgica o electrénica digital. Para el caso de la implementacion de este control mediante
electrénica analdgica se tendria que disefiar un circuito de control por separado para cada una de las
variables de estado y funcionarian en paralelo. Ahora la implementacién de este controlador por medio de
electrénica digital seria un desarrollo mas sencillo de ejecutar; este se puede llevar a cabo mediante la
programacion de micro controladores, para esto es necesario una interfaz entre la planta y el control.
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5 ANALISIS DE RESULTADOS

Durante la realizacion de este trabajo de grado se encontraron dos tipos de formulaciones dinamicas
diferentes capaces de representar el sistema de orientacion de tres grados de libertad para un satélite. La
primera formulacién (Euler-Lagrange) gener6 las tres ecuaciones de movimiento mediante la
determinacién de la energia potencial y la energia cinética. El planteamiento de energias se extendia
demasiado de forma que se sumaban en una Unica ecuacion todos los aportes de la energia cinética
rotacional, energia cinética translacional y la energia potencial. Luego de lograr obtener la ecuacién de
Lagrange, se formularon las ecuaciones de movimiento. El desarrollo matemético era demasiado complejo
para su posterior andlisis, por lo cual se plantea la dindmica del satélite mediante la formulacion de
Newton-Euler. La combinacion Newton-Euler resulta una buena formulacion ya que ademas de concentrar
de manera mas apropiada el modelo, permite agrupar las variables de estado y las entradas del sistema en
una ecuacion de estados.

Para la realizacion del modelo del sistema fue utilizada la formulacion Newton-Euler, y se utiliza el
Toolbox de MatLab® llamado Simulink para encontrar las diferentes respuestas que este modelo entrega.
Esta herramienta permite modelar sistemas mecanicos, eléctricos, hidraulicos y espaciales de la realidad
con una gran aproximacion. La simulacion permite detallar el movimiento del cuerpo rigido mediante las
entradas del sistema, las cuales son las derivadas en el tiempo de los momentos angulares de cada una de
las ruedas de reaccién, que a su vez son producidas al aplicar voltajes a los motores encargados del
movimiento de las ruedas. Pese a que este es un modelo que se compar6 con la literatura, vale la pena
ejecutar posteriormente una validacion del mismo con herramientas como Simmechanics.

Al haber encontrado el modelo no lineal y de alli haber extraido un modelo lineal del sistema, no se
realizé una validacion profunda entre estos modelos, ya que dentro de los objetivo de este trabajo de grado
no se encuentra la realizacion de una validacion intensa. Pero sin embargo se compararon con modelos de
la literatura descritos previamente en las referencias; se considerd necesario generar y encontrar cierta
validacion entre los modelos que han sido encontrados a lo largo de la realizacion del trabajo de grado.
Para esto se obtienen respuestas a entradas paso para cada modelo con el propdsito de realizar una
comparacién de las respuestas de ambos modelos para asi determinar una validacién entre ellos, al final se
obtuvo un comportamiento similar entre ambos modelos con un error que va aumentando a medida que el
tiempo aumenta.

Evaluando los resultados obtenidos en este trabajo con respecto a investigaciones similares realizadas en
el mundo, las deducciones planteadas representan un acercamiento importante en cuanto al planteamiento
dinamico en su forma matematica. Al evaluar las posibles perturbaciones (las cuales para el sistema de
orientacion son torques que pueden llegar afectar la orientacion del dispositivo) que podrian presentarse
en la planta, se desarrollé un control simple para un sistema de orientacion de un grado de libertad de
manera que se pueda controlar una variable sin provocar desviaciones significantes en las demas. Y por
supuesto, controlar cada una de las variables de manera independiente una con la otra. A su vez también
se realiz6 un control por retroalimentacién de estados con el modelo del sistema linealizado, necesario
para controlar la posicion del satélite debido a la inestabilidad que presentaba el sistema.

Las respuestas del controlador por retroalimentacion de estados muestran la respuesta del sistema
controlado a una entrada de 0.1Nm, el cual es el maximo torque producido por cada una de las ruedas de
reaccion segun los parametros del satélite nombrados anteriormente. Se puede observar en las graficas del
sistema controlado un tiempo de establecimiento aproximado a los 1400 segundos, y un sobre pico en la

aceleracion angular del satélite de 2.3x10°para la inclinacion ¢ (grafica azul), 3x10™ para la

orientacion € (gréafica roja) y finalmente 0.4x10°° para el cabeceo ¥ (gréfica verde). Esto indica que
datos como el sobre pico, la respuesta en estado estacionario, el tiempo de establecimiento son respuestas
esperadas respecto a un satélite grande como lo es el IntelsatV, esto segun la literatura.
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6 CONCLUSIONES

Al terminar este trabajo se determiné un modelo teérico MIMO a partir de un analisis tedrico matematico
basado en un desarrollo de la dindmica de Newton, que permitié generar una serie de ecuaciones,
caracterizando de manera completa el modelo en un sistema de variables de estados. EI modelo dindmico
del sistema rige el comportamiento de la planta en el espacio, de manera que el satélite es capaz de
moverse en cualquiera de las tres direcciones de forma libre. EI modelo determinado mediante la
formulacion de Newton-Euler proporciona un modelo completo y simplificado del movimiento del satélite
en el espacio. EI modelo general de Newton aporta una planta completa y concisa que comprende las
constantes fisicas que se involucran en el movimiento de cada uno de los motores, como lo son los las
derivadas de los momentos de angulares de las ruedas de reaccion como entradas del sistema.

El trabajo de grado realizado permitié encontrar una variedad importante de posibles sefiales de disturbio
reales, las cuales pueden complementar el modelo suministrandole otra serie de condiciones para la
realizacion de un control mas robusto, permitiendo llevar al modelo a una interaccién mas real con las
diferentes fuerzas y disturbios; involucrandolo en un ambiente méas cercano a la realidad espacial de un
satelite. Vale la pena resaltar que en este trabajo de grado solo nombramos todas estas sefiales de disturbio
y no se involucraron directamente en la realizacion del modelo final por facilidad en los calculos. Todos
los posibles disturbios que se puedan presentar en un sistema de orientacion de tres grados de libertad en
el espacio son torques externos, los cuales son capaces de afectar la orientacion de la planta en cualquiera
de las tres direcciones de manera aleatoria. Estos disturbios son torques principalmente causados por:
campo magnético, de arrastre aerodinamico, radiacion solar, gradiente de gravedad, expulsién de masas y
por ultimo el disturbio causado dentro de la estructura del dispositivo.

El modelo dindmico determinado mediante la formulacion de Newton-Euler se linealizé alrededor de un
punto de operacion en el cual los motores y el sistema en general tuvieran una coherencia matematica al
momento de realizar una comparacién con el sistema no lineal. El desarrollo de la linealizacion de la
planta de tres grados de libertad gener6 un nuevo sistema de ecuaciones matriciales. Al linealizar el
modelo dinamico alrededor de un punto de operacién de la planta no lineal, se analiz6 su controlabilidad y
observabilidad, caracteristicas importantes para realizar el control de un sistema lineal, finalmente el
sistema dio como resultado ser completamente controlable y observable, este analisis nos permitié ubicar
los polos de la planta en lugares especificos en los cuales el resultado en estado estable del control final
fuera el deseado.

Se desarrollo un andlisis de controlabilidad y observabilidad de un sistema lineal extraido del modelo
general de un sistema de orientacion de tres grados de libertad, el cual fue necesario para sintetizar un
controlador por retroalimentacion de estados, como se habia plantado al inicio de este trabajo de grado. El
control por retroalimentacion de estados permitio analizar el comportamiento del modelo y ver
directamente las respuestas de todas las variables de entrada y salida involucradas en la orientacion
especifica del satélite. Este método de control permite involucrar todas las inercias de cada rueda de
reaccion del satélite al igual que los polos deseados del sistema, necesarios para obtener una respuesta
esperada por parte del controlador.

Para obtener una fundamentacion acorde para este trabajo de grado fue importante generar una
documentacién previa con un apoyo de varias fuentes de informacion, encontrandonos con una dindmica y
cinematica de cuerpos rigidos en sistemas de tres dimensiones que no habian sido tratados en cursos
anteriores universitarios (pregrado). Vemos que al realizar una combinacion de un analisis Newton-Euler
proporciond un estudio mas concreto y mas entendible para el futuro lector, sin embargo se traté de
realizar un desarrollo completo del modelo por ambos métodos, encontrandonos con respuestas demasiado
extensas que dificultaban cualquier tipo de analisis.

El modelo matematico de la dindmica de un satélite deja abierta la posibilidad para trabajos posteriores en
el tema, como realizar la validacion del mismo con los parametros de la implementacién de una planta
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fisica que ya ha sido desarrollada en otro trabajo de grado, también se puede centrar otro estudio en la
realizacion de un controlador robusto multivariado para este sistema. De igual manera esta investigacion
constituye un aporte valioso en cuanto a el estudio de la dindmica y cinematica de cuerpos rigidos en
sistemas de tres dimensiones en Colombia, en especial para satélites, tema que hasta ahora comienza a
tomar fuerza en nuestro pais, dejando a la Universidad Javeriana en un punto importante en cuanto al

estudio de la ingenieria espacial.
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8 ANEXOS

8.1 DINAMICA DE CUERPOS RIGIDOS EN TRES DIMENSIONES

8.1.1 CINEMATICA

El anélisis de la cinemaética de cuerpos rigidos que tienen movimiento en tres dimensiones no solo se
soporta en el movimiento de rotacién y translacion sino que se involucran los principios de movimiento
relativo.

8.1.1.1 TRANSLACION DEL MARCO DE REFERENCIA

En la figura se muestra un cuerpo rigido (es aquel cuerpo que no sufre deformaciones al percibir fuerzas
externas, es un sistema de particulas cuyas posiciones relativas no varian), el cual tiene una velocidad
angular @. Se selecciona un punto B aleatorio del cuerpo tal que sea el origen de la translacion del
marco de referencia XYZ o marco inercial. La velocidad V y la aceleraciéon a de cualquier otro punto
A en el cuerpo, estan dadas por las expresiones relativas:

Vy,=Vg + VA/B Ecuacién 8-1

a,=dz + aA,B Ecuacién 8-2

Figura 39. Translacion del marco de referencia

Teniendo en cuenta que la distancia AB permanece constante para un observador ubicado en el origen
del marco del cuerpo, para este observador el cuerpo aparenta rotar con el eje en el punto B mientras que
el punto A aparenta trazar una superficie esférica con centro en B . Por lo tanto, el movimiento general
de un cuerpo rigido se expresa como una translacion del cuerpo con el movimiento del punto B
adicionandole una rotacién del cuerpo en el punto B. El movimiento relativo representa el efecto de la
rotacion en el punto B. Por lo tanto, la velocidad relativa y la aceleracién relativa se pueden escribir

como:

VA = VB + ((0 X rA/B) Ecuacion 8-3

d, =dg + (a), x rA/B) + (a)X r-/;/B) Ecuacion 8-4
ay =85 + ' Xl + Ox(WXTy4)
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La seleccién del punto B se escoge porque el movimiento se conoce de manera total o parcial.

8.1.1.2 ROTACION DEL MARCO DE REFERENCIA
El analisis de un cuerpo rigido en el espacio no solo involucra la translacion del marco de referencia sino

gue existe un movimiento de rotacion del marco de referencia respecto al original. Lo que se quiere
mostrar es el eje de coordenadas atado al punto de referencia B pero rotando con una velocidad angular
(2, esta velocidad puede ser diferente a la velocidad angular del cuerpo rigido @ .

Figura 40. Rotacion del marco de referencia

La expresion para la velocidad del punto A se puede escribir como:
VA = VB + (Q X r-A/B) + Vrel Ecuacién 8-5

Al derivar la expresion anterior se obtiene la expresién para la aceleracion del punto A:

62



a,=a; +Q'xrs + QX +Vy
, d, . . ,
a,=a; +Q'xr,,+ Qxa(|x+1y+kz) + Vg

a, =a + Q' Xl +[Qx (X +iX'+ jy+ jy +kz+kz')]+ vy,

’
rel

a, =a, +Q'xr,, +[Q>< {(I%+ 'y +Kz) + (ix + jy' + kz’)}] +V
8, =85 + Q' x Ly +[ Qx{(QxTyp) +Vy } |+ Vi

a,=a; +Q'xr,,; +[Q>< (Qx I’A,B)+Q><Vre|]+v;eI
Ay =8 + QXTI + QX (QXT,5) +QXV,, + [%(ix’ + 1y + kZ')J

ay =85 QX T + QX (QXT) +QxVy +[IX +iX"+ [y + jy" + k7' + kz']
8y = 8g + Q' Xy + QX (Qx T 5) + Qx Vi + (% + Y +KZ) + (X" + jy" +kz")]
ay =85 + QX T s + QX (QXT) + QxV, +[Qx (X + jy' +kz') + (ix" + jy" +kz")]

rel

Ay =8+ Q' XT s + QX (QXT) +QxV, +[QxV,, +ay]

rel rel

A, =8 + Q' %I, +Qx(Qxr,,)+2QxV,, +a,

rel
Ecuacion 8-6

Donde V., =iX'+ Jy'+kz’' y a,, =ix"+ jy"+Kkz" son respectivamente la velocidad y la aceleracion del

punto A medida en relacién a Xyz por un observador anclado al marco de referencia Xyz . Cabe resaltar

que Q es la velocidad angular de los ejes del marco del cuerpo respecto al marco inercial y que I,q

permanece constante en magnitud para un cuerpo rigido. Asimismo, si Xyz esta rigidamente anclado al

cuerpo, entonces 2 =@ y ademas, tanto V,,, como @, son nulas. Llegando asi, a las ecuaciones 8-7 y

8-8 nuevamente. La ecuacion 8-9 es la derivada con respecto al tiempo de la posicion mientras que el
marco de referencia Xyz rota con una velocidad angular Q). Se puede generalizar el concepto de derivada

para cualquier vector de la forma V =iV, + JV, +KV, . Por lo tanto, la derivada total tomada en el marco

inercial XYZ involucrando la derivada con respecto al tiempo del vector V vista desde el marco de
referencia Xyz es:
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M vy L v+ Lk,
dt )., dt dt dt
WV v, +1V) + (Y, + V) + KV, V)
dt XYZ
M _avs VKV + 0V, + JV, +KV,)
dt vz Ecuacién 8-10
Vv :(d_Vj +(QxiV, +Qx jV, +QxkV,)
dt Jyy, dt xyz
vy (d_Vj +(@xV)
dt Jyy, dt xyz

V)EYZ :Vx,yz + (Q XV)

Cuando se aplica esta ecuacion para la posicion relativa del vector I, =r, — I para el cuerpo rigido de
la figura anterior, se tiene:

A/B
dt XYz dt XYZ dt Xyz

(dij :(dij +(drﬂ] +QOxr ,
A/B
dt XYz dt XYz dt Xyz

Vo =Vg +V, + QXTI

rel

Llegando asi a la Ecuacién 8-11. Las ecuaciones 8-12 y 8-13 Unicamente se usan cuando el marco de
referencia Xyz esta atado a un cuerpo rigido y dentro del cual hay un movimiento relativo.

8.1.2 CINETICA

8.1.2.1 MOMENTO ANGULAR
En la siguiente figura se ve que el marco de referencia Xyz esta sujeto al centro de masa G . Asi que, la

velocidad angular @ del cuerpo se convierte en velocidad angular 2 del marco de referencia Xyz, vista
desde el origen del marco de referencia inercial XYZ .

Figura 41. Centro de masa de un cuerpo rigido
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El momento angular del cuerpo en relacion con el centro de masa G, es la suma de los momentos lineales
de todos los elementos del cuerpo que ocurren sobre G y se expresa como:

H = z (o, xm;p;)
H = Z(Pi xmy,)
H= Zpi xm (V + X pi) Ecuacion 8-14

H=Y px[mv+m(oxp,)]
=Sk + Sln @)

Donde V, es la velocidad del elemento de masa m;. Para un cuerpo rigido V, =V+@x p,, donde @ x p,

es la velocidad relativa de m; con respecto a G, visto desde el marco de referencia inercial. Ademas, V
es la velocidad del centro de masa G respecto al marco XYZ .

Figura 42. Momento angular

Si el centro de masa G del cuerpo coincide con los marcos de referencia XYZ y Xyz, entonces el primer
término del momento angular H se anula, ya que no existiria una diferencia de velocidades entre el
marco inercial XYZ y el eje coordenado Xyz como se muestra en anterior figura. Sustituyendo m. por

dm y p. por I, el momento angular sobre el punto O serfa:

H :Z:(pi Xmiv)+Z[pi xm (wx p;)]
H=>[pxm(oxp)]

H :J.(px[a)xp])-dm

H :j(rx[a)xr])-dm

Ecuacion 8-15
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Teniendo en cuenta que tanto el vector p como el vector I' estan dados por ix+ jy+kz, entonces se

procede a expandir la integral que define el momento angular, sabiendo que @ es un vector invariante. La
expansién del producto cruz aplicada al triple producto de vectores da como resultado:

H :j(rx[wxr])-dm
o-H :8-I(rx[a)><r])-dm
oH

dm

i_: — <iX, Jy, kZ>>< |:<a)x,a)y,a)z> X <iX, Jy1 kZ>:|

=rx[wxr]

%:[X(—a)y-y—a)z-Z)+a)x-y2+a)x-22]i
+[a)y-x2—a)x-x-y—a)z-y-z+a)y-22]j

+[a)z-Xz—a)x-x-z+a)z-yz—a)y-y-z]k

%:[(y2+22)wx - Xyo, —xza)z]i

+ [—Xya)x + (X2 + ZZ)C()y — yZa)Z] J Ecuacidn 8-16

+ [—xzwX -yzo, +(X+ yz)a)z}k

Teniendo en cuenta que el momento angular sobre el centro de masa G se expresa mediante la 8-17
H = Z:(ri xM.I), donde I es el vector posicion relativo al centro de masa del cuerpo rigido y " es la

velocidad de m; respecto al punto G, se puede denotar la velocidad como I'=V, = @XxT, , ya que no

existe la diferencia de velocidades entre el marco inercial XYZ y el marco Xyz como se muestra en la
figura4, el momento angular tiene la forma H = Zri xM. (@xr.) . La magnitud del momento de angular
se convierte en |H | = Zﬁzmia) = a)z r’m. . La sumatoria se puede escribir como Irzdm, esta integral
se define como el momento de inercia de masa de un cuerpo y se denota como | . Asi que la magnitud del

momento angular es entonces |H|= lw. De lo anterior y de la ecuacién 8-10 se pueden extraer las
expresiones para cada uno de los momentos de inercia del cuerpo rigido:

H|=lo
Ecuacion 8-18
H|= a)J'erm
OH = i[(y2 +2%)o,  —-Xyo, - xzwz]dm
+ j[—xya)X +(X*+ 2, - yZa)Z]dm
+ k[—xzwX -yzo, +(X*+ yz)a)z]dm
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H= i[a;XJ'y2 +2°dm - o, [xydm —cozszdm:

+j —a)xjxydm +a)yJ'x2+zzdm —a)ZJ'yzde Ecuacién 8-19

[
+k[—coxj'xzdm —wyjyzdm +a)zjx2+y2dm_

H=ill,o, -l -l0,]
+ j[—lyxa)X +ly,0, - Iyza)Z]
+ k[—lzxa)X -0, + Izza)z] Ecuacion 8-20
—[y24 22 _

IXX_Iy +2z°dm Ixy__[xydm

I =Ix2+zzdm l,, :Iyzdm

Los momentos de inercia correspondientes a |,,, 1,y I,, son los momentos de inercia del cuerpo que

giran en su respectivo eje, mientras que los demé&s momentos de inercia son los productos de inercia
respecto al eje de coordenadas. Estas cantidades nos muestran la manera en la que esta distribuida la masa
de un cuerpo rigido con respecto al marco de referencia. Todo el anélisis realizado anteriormente se aplica
Unicamente en el caso en el cual el marco de referencia Xyz esté sujeto al centro de masa del cuerpo rigido

y ademas, que este marco no tiene ninguna velocidad angular con respecto al cuerpo rigido. Si el marco de
referencia Xyz estuviera rotando con respecto al cuerpo rigido, las integrales de momentos de inercia

serian en funcion del tiempo, lo cual introduciria una complejidad ain mayor en las relaciones de
momento angular. Una excepcién se da cuando un cuerpo rigido esta girando sobre un eje de simetria, en
este caso las integrales de inercia no se afectan por la posicion del cuerpo sobre su eje de rotacion.
Ademas de las componentes del momento angular debidas a la velocidad angular de los ejes de referencia
(2, se aflade una componente de momento angular a lo largo del eje de rotaciéon debido a la rotacién
relativa sobre el eje. De la ecuacion 8-13 se forma la matriz de inercia o el tensor de inercia:

XX Xy Xz
I=|-1, 1, -1,
_sz _Izy Izz

En el caso en el que el marco de referencia Xyz coincida con los ejes principales de los momentos de
inercia I, 1, 1,,, entonces la ecuacion 8-13 para el momento angular en el centro de masa del cuerpo
rigido es:
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I, 0 O0]]|o
H=|0 Iyy 0| o, Ecuacion 8-21
0O 0 1 1)

H=1l,0i+l o j+l,0k

Siempre es posible localizar los ejes principales de los momentos de inercia para cualquier cuerpo rigido
en el espacio. Unicamente cuando el cuerpo rota en uno de los ejes principales de los momentos de inercia

6 cuando I, 1 1, estan en las mismas direcciones de ®,w,®,, los vectores H Y @ tienen la misma

XXy 'z

direccion.

Figura 43. Momento lineal

Las propiedades de momento de un cuerpo rigido pueden ser representadas por el vector resultante de
momento lineal G =mv, a través del centro de masa y el vector resultante del momento angular H
respecto al centro de masa como se muestra en la figura 45, a pesar de que H tenga propiedades de un
vector libre lo representamos a través de G por conveniencia. Entonces el momento angular respecto a
cualquier punto A el cual no esta sujeto al cuerpo rigido equivale al vector libre H adicionando el
momento del vector de momento lineal con respecto al punto A.

Hy=H+(rxG)=H +(rxmv) Ecuacion 8-22

8.12.2 [ENERGIACINETICA
La energia cinética de cualquier sistema de masas se define como:

1
T= ZEmi\/i2 Ecuacion 8-23

Se puede escribir la velocidad de cualquier particula que represente el sistema como V, =V + p!. Donde
V es la velocidad del centro de masa G y p/ es la velocidad de m. con respecto a la translacion del

marco de referencia en movimiento con el centro de masa G . Con base en la identidad vV’ =V, e V., se
escribe la energia cinética del sistema como:
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1
T=)-mv
2
1
T :szi(vi °v,)
1 r r
T :ZEm‘ [(V+pi)'(V+pi)]
1 2 1 72 ’
T:ZEmiv +Z§mi|pi| +Zmivo,0i
Donde p, es la medida desde el centro de masa, Zmipi:O y el tercer teérmino es

' d 1 1 1
V.Zmipi :V°az(mipi) =0. De igual manera sziv2 :EVZZmi :Emvz. Luego la energia
cinética total es:

2

1 1,
T= Em\,z N szi ‘ P Ecuacion 8-24

Donde V es la velocidad del centro de masas y p;es el vector posicion de un elemento de masa m, con

respecto al centro de masa. Se identifica el primer término de la ecuacion como la energia cinética debida
a la translacion del sistema y el segundo término es la energia cinética asociada al movimiento relativo al
centro de masas. Esta ecuacion representa el hecho de que la energia cinética total de un sistema de masas
es igual a la energia del centro de masa trasladado del sistema en su conjunto més la energia debido al
movimiento de todas las particulas relativas al centro de masa. El término que representa la translacion se
puede describir de una forma alternativa, asi:

1w :lm(r’o r') =£VOG
2 2 2

Donde r’es la velocidad V del centro de masas y G es el momento lineal del cuerpo. Para un cuerpo
rigido el término relativo se convierte en la energia cinética debida a la rotacion respecto al centro de

masa. Luego, o es la velocidad que representa la particula con respecto al centro de masa, para el cuerpo

rigido se puede escribir p/ = @ x p,, donde @ es la velocidad angular del cuerpo. Con esta sustitucion, el
término relativo en la expresion de energia cinética se convierte en:

1 2
ZEmi|a’X/’i|
Z%mi(a)xpi).(a)xpi)

Si utilizamos el hecho de que el producto punto y el producto cruz se pueden intercambiar en un triple
producto vectorial, estoes PxQ e R =P ¢ Q x R, se puede escribir:
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1
ZEmi (0x p;) e (wxp;)
1
ZEmia). pix(ox py)
Luego, @ es el mismo factor en todos los términos de la sumatoria, se puede factorizar para obtener:
1
Ezmia).pi x(wx )
1
Ea)' Zpi x (wx p;)m,
1a) oH
2

Donde H es la misma integral expresada en la ecuacion 8-10. Entonces la expresion general para la
energia cinética de un cuerpo rigido moviéndose con una velocidad de centro de masa v y una velocidad
angular @ es:

1 1
T= E\/ oG +§a)o H Ecuacién 8-25

La expansion de esta ecuacion vectorial por sustitucion de la expresion para H escrita en la ecuacién 8-
13 produce:

2 2 2
o +1,0 +1,0, )—(I a)a)y+lxza)xcoz+lyza)ya)z)

XX U Xy x

1 1
T=-mv?+ (I
2 2
Si los ejes coinciden con el eje principal de inercia, la energia cinética es solamente:
XXX

1 1
T :Emv2+§(l o’ +1,0°+ Izza)zz)

Cuando un cuerpo rigido es esta fijado a un punto O, o cuando hay un punto O en el cuerpo el cual tiene

1
momentaneamente velocidad cero, la energia cinéticaes T = Emri,. I'. Esta expresion se reduce a:

1
T= Ea) oH Ecuacion 8-26

Donde H es el momento angular respecto al punto O.

8.1.2.3 ECUACIONES DE MOVIMIENTO
La descripcion de momento angular y de energia cinética para cuerpos rigidos provee una base necesaria
para analizar de una manera mas profunda las ecuaciones de movimiento.
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ECUACIONES DE MOMENTO

De la ecuacion 8-15 se tiene que G = mv, donde el momento lineal de cualquier sistema de masas con
masa constante es el producto de la masa y la velocidad de su centro de masa. La derivada con respecto al

tiempo de G es mV' =ma. Recordando la segunda ley de Newton Z F =ma, esta es la fuerza externa
resultante que actua en el sistema. Por lo tanto se tiene que:

z F=G Ecuacion 8-27

Asimismo, de la ecuacién 8-8 se tiene que H = Z(,oi xm.p!),y se pretende determinar la relacion entre
los momentos de fuerza externa y el momento angular derivando con respecto al tiempo y encontrando:

H' = Z(pi' xmpp) + Z(pi xmp,)

La primera sumatoria es cero porque ,oi' X ,oi' =0. Con la ayuda de la ecuacion 8-2, que representa el

- - - " , - -
movimiento relativo & =a+ p el segundo termino se convierte en:

H' = Z(pi’ x m; o) +Z(pi X mipi”)

H!=Z(Pi Xmi(ai' —a))

H':Z(pixFi)Jraxzmipi Ecuacion 8-28
H'=>M+0

H'=) M

Entonces se tiene que Z M esigual a H'. La sumatoria de momentos alrededor del centro de masas es
debida Gnicamente a fuerzas externas, la ecuacion 8-21 proporciona una plataforma fuerte a las relaciones
generadas en dinamica y forma las bases para muchos de los analisis de los problemas en tres
dimensiones. En la ecuacion general de momento 8-21 los términos son tomados en un punto fijo O 6
respecto al centro de masa G . En la derivacion del principio del momento, H' fue tomada con respecto

a un sistema coordenado absoluto. Cuando H es expresado en términos de componentes relativos
medidos respecto a un sistema de coordenadas en movimientos Xyz , donde se tiene una velocidad angular

Q2 luego en la ecuacion 8-7 la relacién de momentos se convierte en:
DM = a +QxH

dt J,,
Y :(iHX' +jH, +kHZ')+Q>< H

Los términos en paréntesis representan la parte de H debido al cambio en magnitud de las componentes
de H, y el termino con producto cruz representa la parte debida a los cambios en direccion de las
componentes de H . Expandiendo el producto cruz y arreglando términos, se tiene:
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SM =i[H/ -HQ,+H,Q |

+j Hy' ~HQ + HXQZ_ Ecuacion 8-29

+k[H -HQ, +HQ, |

Esta ecuacion es la forma mas general de la ecuacion de momento respecto a un punto fijado O 6
respecto al centro de masa G . La Q son las componentes de la velocidad angular de rotacion de los ejes
de referencia Xyz, y las componentes de H en el caso de un cuerpo rigido estan definidas en la ecuacion

8-13 donde @ son las componentes de la velocidad angular del cuerpo. Ahora se aplica la ecuacion 8-22 a
un cuerpo rigido, donde los ejes coordenados se atan al cuerpo. Bajo estas condiciones, cuando se expresa

en las coordenadas Xyz, los momentos y productos de inercia son invariantes en el tiempo, y la Q =®.

Entonces para los ejes atados al cuerpo, las tres componentes escalares de la ecuacion 8-22 se convierten
en:

ZMX =H, -H,0, +H,0,
ZMy = Hy! - Hza’x + waz Ecuacién 8-30
ZMZ =H, -Ho, +H,0,

La ecuacion 8-23 son las ecuaciones generales de momento para un cuerpo rigido en movimiento con un
marco de referencia atado al cuerpo, y estas se sostienen con respecto al eje a través de un punto fijo O 6

a través de el centro de masa G . En general para cualquier origen fijado a un cuerpo rigido, hay tres ejes
principales de inercia con respecto al cual los productos de inercia desaparecen. Si los ejes de referencia

coinciden con los ejes principales de inercia con origen en el centro de masa G 6 en el punto O fijado al
cuerpo Y fijado en el espacio, los factores 1. | | seanulany la ecuacién 8-23 se convierte en:

Xy ' yz'xz

ZMX = Ixxa):( _(Iyy - Izz)a)ya)z
M, =10, -1, -1 )00, Ecuacion 8-31

dM, =L, —(l,—1,)o0,

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Euler, y son las mas utilizadas de las ecuaciones
de movimiento en cuanto a dindmica en las tres dimensiones.

ECUACIONES DE ENERGIA

La resultante de todas las fuerzas externas que actlian en un cuerpo rigido puede ser reemplazada por la
fuerza resultante ZF actuando a través del centro de masa y una pareja resultante ZM actuando
respecto al centro de masa. El trabajo es realizado por la fuerza resultante y la pareja resultante en las
respectivas tasas ZF oV y ZM e donde V es la velocidad lineal del centro de masay @ es la

velocidad angular del cuerpo. Al integrar con respecto al tiempo se obtiene el trabajo total realizado
durante un intervalo de tiempo. Las ecuaciones del trabajo realizado a los cambios en la energia cinética
son expresadas en la ecuacién 8-19 dando como resultado:
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t2 1
jZFovdt:—VoG
t1 2

1
2

t2 l
IZM eqpdt=—weH
t1l 2

1

Estas expresiones muestran el cambio en la energia cinética translacional y el cambio en la energia
cinética rotacional, para intervalos en los cuales Z Fo Z M actlan y la suma de las dos ecuaciones es

igual a AT . La relacion trabajo energia para un sistema general de particulas es dado por:
U=AT +AV, +AV, Ecuacion 8-32

La ecuacion es igualmente aplicable a un cuerpo rigido en movimiento en tres dimensiones. El trabajo
realizado U por todas las fuerzas externas en un intervalo de tiempo hacia el cuerpo o hacia el sistema es
abarcado en la suma de los cambios correspondientes en la energia cinética AT , energia potencial elastica

AV, y energia potencial gravitacional AV .

8.2 _ANALISIS DE CINEMATICA MEDIANTE ANGULOS DE EULER

8.21 MATRIZ SKEW

8.2.1.1 INTRODUCCION
Al introducir la notacién de la matriz anti simétrica skew, se simplifican los célculos involucrados. Una

matriz de Nx N denotada como S, es anti simétrica (skew) si y solo si:
ST+S=0 Ecuacion 8-33

Se denotan el conjunto de todas las matrices anti simétricas skew de 3x3 como so(3). Si S < so(3)

entonces tiene las componentes S;, con i, j=1,2,3; luego la ecuacion 8-26 es equivalente a las nueve

ecuaciones:
S;+S;; =0 Donde i, j=1,2,3 Ecuacion 8-34

De la ecuacion 8-27 se observa que S, = 0; esto significa que los términos de la diagonal de la matriz S

son cero y los términos que no pertenecen a la diagonal S, i# j satisfacen que S; =—S;i- Luego S

ij !
contiene solo 3 entradas independientes y cada matriz anti simétrica skew de 3x 3 es de la forma:

0 -s; s,
S=|s;, 0 -5 Ecuacion 8-35
-s, s O

Si es un vector de la forma a = (ax,ay ,az)T , se define la matriz anti simétrica skew S(a) como:
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z y
S@=|a 0 -a
-a, a 0

y X
Denotamos como i, j,k los tres vectores unitarios, base en los vectores coordenados:

Las matrices simétricas skew S(i), S(j) y S(k) estan dadas por:

00 0 0 01 0 -1 0
S)={0 0 -1 S(j)=| 0 0 0 S(k)y=[1 0 0
01 0 100 0 00

8.2.1.2 PROPIEDADES DE LA MATRIZ SIMETRICA SKEW
Las matrices anti simétricas skew poseen varias propiedades que son de utilidad para

derivaciones posteriores. Entre estas propiedades tenemos:
a) Eloperador S cumple la propiedad de linealidad:

S(a-a+p-b)=a-S(@)+ f-S(b) Ecuacion 8-36

Vab el® A ap el
Va,p ell® secumple

S(@p=axp Ecuacion 8-37

Donde ax p es el vector producto cruz.
Si Reso(3) y a,b ell® se tiene
R(axb)= Ra x Rb Ecuacion 8-38

La ecuacion 8-31 no es una forma general a menos de que R sea ortogonal. Esta ecuacién dice que si
primero se realiza el producto cruz de los vectores a, b y luego se aplica la transformacién de rotacion

R al resultado, es equivalente a aplicar la transformacién de rotacion R a cada uno de los vectores por
separado y luego realizar la operacion producto cruz entre ellos.

b) Para Reso(3) y aell® setiene
RS(a)R" = S(Ra) Ecuacién 8-39

Esta propiedad resulta de la combinacion de las propiedades 8-30 y 8-31. Asi:
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RS(a)R"b=R(axR'b)
=RaxRR™b
=Raxb

=S(Ra)b
Esta ecuacion representa una transformacion de semejanza de la matriz S(a) .

8.22 DERIVADA DE UNA MATRIZ DE ROTACION EN TERMINOS DE LA MATRIZ SKEW

Teniendo la matriz R como una funcién de rotacién en términos de la variable @, entonces se escribe
que R=R(#) eso(3) paratodod. Desde que R sea ortogonal paratodo & se puede decir que:

R(OR(H)' =1 Ecuacion 8-40

Diferenciando a ambos lados de la ecuacion 8-33 y utilizando la regla del producto con respecto a la
variable @ se tiene que:

R(O)R(O)" + R(H)(R(é’)T ) = Ecuacion 8-41
cuacion o-

dR(9) IRO) £ o) + R(9) dR(Q) 0
do
Luego se define la matriz S como:
S dr(6) ARO) p gy
do Ecuacion 8-42

La transpuesta de la ecuacion anterior es:

+_(dRr(9) '
5[ Sy

dr(9)"
dé

Reemplazando las ecuaciones 8-35 y 8-36 en la ecuacién 8-34 se llega de nuevo a la ecuacion 8-26

S+S" =0. De esto se tiene entonces que la matriz S definida en la ecuacién 8-35 es una matriz anti
simétrica skew. Ahora bien, de la ecuacion 8-35 se extrae la derivada de una matriz de rotacidon con

respecto a la variable @, teniendo en cuenta que R(8)'R(6) =1 :
dr(9) R(O)"
4R 9d49 Ecuacion 8-44
RO _ srp)
do

La derivada de una matriz de rotacion con respecto a su &ngulo de giro equivale a la multiplicacion entre
la matriz anti simétrica skew y la matriz de rotacion. Para las matrices de rotacion basicas se determina su

respectiva matriz anti simétrica skew asi:

Ecuacion 8-43

ST = R(6)

§=—\Y)
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Cuando la matriz de rotacion gira Gnicamente en el eje X, entonces R=R, ,:
drR T
Sy = d—;g(Rxﬂ)
1 0 O 1 0 O
Seo= dd_e 0 cd -s@|-|0 co -sO
0 s& co | |0 s& co
0 0 o0]f[1t 0 O Ecuacion 8-45
S.o=|0 —sO —cO|- |0 cO sO
0 c/& -s0||0 -sO co

T

00 0
S,,=|0 0 —1|=5()
0 1 0

Cuando la matriz de rotacion gira Gnicamente en el eje Yy, entonces R=R, ,:

dR
S0 = d;e (RM)T

@ 0 s0]1[co 0 sof

Sy g = i O 1 00 1 O
v de
-s¢ 0 cO||-s¢ 0 co
[—s® 0 cO][co 0 -s@ Ecuacion 8-46

Syﬂ=000~010
_—c@ 0 -s@||s@ 0 coO

0 0 1
S,,=| 0 0 0|=5(j)
-1 0 0

Cuando la matriz de rotacion gira Gnicamente en el eje Z , entonces R=R, ,:
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drR

Szﬂ: d;H(Rzﬂ)T
& -s6 0][co —so 07

SZ’H:i s§ cd 0||sf co O

0 0 1 0 0 1
s —cO 0|[co sO O Ecuacion 8-47
S,p=| €0 —s6 0|-|-s6 co 0O
0 0 O 0 0 1

0 -1 0
S,,=|1 0 0]=5(k)
0 0 0

De lo anterior se pueden concluir las derivadas de las matrices de rotacion basicas:

dr,, .
X2 =S(i)R
dg () X,0

% =S(J)R,, Ecuacion 8-48
de 'z
dR,
S-SR,

8.2.3 VELOCIDAD ANGULAR EN TERMINOS DE LA MATRIZ SKEW

8.2.3.1 INTRODUCCION
Se asume a partir de este momento que las matrices de rotacion ya no son funciones con respecto a la

variable @ sino que van a ser funciones de la variable del tiempo. Asi que R = R(t) € SO(3)Vt e R. Se

considera también que las funciones de rotacién con respecto a la variable t son funciones continuas
diferenciables en cualquier punto. Por lo tanto se introduce de la ecuacién 8-37 el concepto de la derivada
de una matriz de rotacién con respecto al tiempo:

dR(t) _
dt SORM Ecuacion 8-49

R(t) = S(OR(Y)

Como ya se habia mostrado anteriormente, S(t) es la matriz anti simétrica skew pero en la variable del
tiempo. La ecuacion (3) muestra la matriz anti simétrica skew de 3x 3 términos, donde al reemplazar las
expresiones S,,S,,S; por las coordenadas del vector @ = [a)x,a)y,a)z] se tiene la matriz anti simetrica del

vector velocidad angular:
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0 -0 o
S(w)=] o, 0 -o Ecuacion 8-50
-0, o 0

Y por lo tanto la ecuacién 8-42 aplicada a la velocidad angular es:
R(t)" = S(a(t))R(t) Ecuacién 8-51

La ecuacion 8-44 representa la relacion entre la velocidad angular y la derivada de la matriz de rotacién en
el tiempo. Si la orientacion instantanea de un marco 0,X Y,Z, con respecto a un marco 0,X,Y,Z, viene

dado por R’, entonces la velocidad angular del marco 0,X,Y,z, esta directamente relacionada con la

derivada de Rl0 por la ecuacién 8-44. Si @ cumple la condicién de ser un vector libre, se puede expresar
esta velocidad angular con respecto a cualquier sistema de coordenadas.

8.2.3.2 SUMA DE VELOCIDADES ANGULARES EN TERMINOS DE LA MATRIZ SKEW
El propdsito es encontrar la velocidad angular resultante generada por la rotacién relativa de marcos de
referencia. Ahora se obtienen las expresiones para composicion de velocidades angulares en dos marcos

de referencia movibles 0,X Y,z y 0,X,Y,Z, referenciando a un marco fijado en 0,X,Y,Z,. Por ahora, se
supone que los tres marcos comparten un mismo origen. Las orientaciones de los marcos 0,XY,Z, y
0,X,Y,Z, estan dadas por las matrices de rotacién R’(t) y R}(t) (ambas variando en el tiempo):

Ry(t) = RY(t)R}(t) Ecuacion 8-52
Tomando las derivadas en ambos lados de la ecuacion 8-45 con respecto al tiempo se tiene:

RY(t) = R) ()R (t) + RY(t) R (t) Ecuaci6n 8-53

El término R’ (t)R}(t) al lado izquierdo de la ecuacién 8-46 se puede escribir en términos de la ecuacion
8-44 asi:

Ry (t) = S(@y,)R; Ecuacion 8-54

En donde a)g’2 es la velocidad angular total experimentada por el marco 0,X,Y,Z, referida al marco

inercial 0,X,Y,Z,. Esta velocidad angular resulta de las matrices de rotacién R’ y R}. Ahora el primer
término al lado derecho de la ecuacién 8-46 es simplemente:

R} ()R, (t) = S(@y,)R'R; = S(@y,)R; Ecuacion 8-55

Donde wgl es la velocidad angular del marco 0,XY,Z, que corresponde a la matriz R?, expresado

respecto al sistema coordinado 0,X,Y,Z,. El término R’(t) R} (t) de la ecuacién 8-46 se puede escribir
como:
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RO(M)RL(t) = RS (e,)R!
RY(t) RL(t) = RS (c,)(RY)' RR! Ecuacion 8-56

RY(t)RL(t) = S(R'a! )R]

Donde wiz es la velocidad angular del marco de referencia 0,X,Y,Z, producida por la matriz de rotacion
R, con respecto al sistema de referencia 0,XY,Z,. El producto Rlowiz, es la velocidad angular con
respecto al sistema coordenado 0,X,Y,Z,, es decir, R}, entrega las coordenadas del vector libre ay,,

con respecto al marco inercial 0,X,Y,Z,. Teniendo en cuenta todas las expresiones anteriores la expresion
8-47 se puede escribir como:
S(9)R) = {S(e),) + S(Rle},)| Ry Ecuacion 8-57

De la primera propiedad de la matriz anti simétrica, de la ecuacion se ve que S(a) + S(b) =S(a+b),
por lo tanto:
0, = 0y, +Rlay, Ecuacion 8-58

En otras palabras, las velocidades angulares pueden ser sumadas una vez que sean expresadas con
respecto a un mismo marco coordenado, en este caso 0yX,Y,Z,. Lo anterior se puede generalizar y
extender a cualquier nimero de sistemas coordenados. En general, suponemos que:

R?=R’R;..R" Ecuacion 8-59

Se denota como a)i"l la velocidad angular producida por la rotacion de Ri"l, expresado respecto a un

marco 0 ;X ,Y; ,Z_,. Al extender este concepto tenemos:
RY =S(ayp,)R? Ecuacion 8-60

Donde,

0 0 0 1 0 _.2 0 3 0 n-1
a)O,n = a)o,l + Rl a)l,Z + RZ a)2,3 + RB a)3,4 t.o.t+ Rn—la)n—l,n .y

o 0 ) . ) . Ecuacion 8-61
Wy =W+ Oy + @O+ Wy, +..+0

8.24 VELOCIDAD LINEAL DE UN PUNTO ATADO A UN MARCO DE REFERENCIA EN
MOVIMIENTO

Se supone un punto p rigidamente atado a un marco de referencia 0,XY,Z, con movimiento, donde el
marco 0,X Y,Z, esta rotando relativamente respecto al marco coordenado 0yX,Y,Z,. Asi, las coordenadas

del punto p con respecto al marco inercial 0,X,Y,Z, estan dadas como:
0 0 1 -z
PP =R ()p Ecuacion 8-62
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La velocidad del punto p esta dada como p°, la cual se extrae al derivar la expresion 8-55 con la
propiedad de la derivada de un producto, asi:

p° =R'(t) p! + R'(t) p*
p° = R°(1) !

p’ =S(a”)R1(t) p* Ecuacién 8-63
p’=S(a")p°
F;O — a)O % pO

La cual es la expresion de la velocidad lineal de un punto que gira con una velocidad angular @° con su

respectivo vector de direccionamiento p0 respecto al marco de referencia inercial. EI término p' de la
ecuacion 8-56 se hace cero porque el vector posicion no varia con respecto al tiempo. Para llevar a una
expresion mas general el movimiento del marco 0,X,Y,Z, respecto al marco inercial 0,X,Y,Z,, se utiliza el

concepto de matriz de transformacion homogénea, la cual incluye el movimiento de rotacion y de
translacion asi:

RI(t) T(t)
0 1

H () = Ecuacion 8-64

La expresion anterior es la matriz de transformacién homogénea, la cual es dependiente de la variable del
tiempo. El punto p° el cual esta atado al marco de referencia 0,X,Y,Z, se puede escribir como una suma

vectorial de la translacion entre los sistemas coordenados y el vector de posicion pl incluyendo su
respectivo movimiento de rotacion respecto al marco 0,X,Y,Z;:

] T

Figura 44. Velocidad lineal de un punto atado a un marco de referencia en movimiento

p°=R’p"+T Ecuacion 8-65

Al derivar la ecuacién 8-58 con respecto al tiempo, se tiene que:
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SR P T,

0_g a)o R(t 1+-|:0
(@ )R ()p" +T, Ecuacion 8-66

0 S(a)O) p0+T10

o

T e T e T e T o

=’ x p° + T
Donde p° =R(t)p' es el vector desde el origen del marco 0,X,Y,Z, hasta p' pero expresado en la

orientacién del marco 0,X,Y,Z,, cOMo se expresa en la ecuacién 8-58. Mientras que T, es la tasa a la cual

el origen del marco 0,X,Y,Z, se mueve con respecto al marco inercial.

8.25 EL JACOBIANO GEOMETRICO

8.25.1 INTRODUCCION
Considere N enlaces con un conjunto de variables g,,0,,...,q, . Asi:

TnO(q) — |:Rn(§q) On](-q):|

Ecuacion 8-67

La ecuacion 8-60 muestra la transformacion desde el final del marco efector al marco base. Donde
T R R .
q :(ql,qz,...,qn) es el vector del conjunto de variables. A medida que el robot se mueve, tanto el

conjunto de variables Q, como el efector de posicion final o,? y la orientacion R,? seran funciones del
tiempo. El objetivo es relacionar la velocidad lineal y angular del efector final, con el vector conjunto de

velocidades q(t), de un andlisis anteriormente establecido se tiene que:
S(@”) =R%(R%)" Ecuacion 8-68

Donde se define el vector velocidad angular @, del efector final con referencial al marco mundo; teniendo

como base que la posicion del efector final es 0,? (q), se tiene la velocidad lineal del efector final vista en
el marco inercial como:

X Ecuacion 8-69

Se quiere encontrar una relacion entre las velocidades angulares y lineales y el conjunto de velocidades

q(t):

ve=1J,q Ecuacion 8-70

o =1J,q Ecuacion 8-71

@
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Donde J, y J, son matrices de 3xNn. Se pueden escribir las ecuaciones 8-63 y 8-64 juntas de la
siguiente manera:

E=Jq Ecuacion 8-72

Endonde & y J vienen dados por:

0
Vn
$= W
n .
- Ecuacidén 8-73
J,
J =
J(U

El vector & se conoce como vector velocidad de cuerpo, este vector velocidad no es la derivada de la
variable posicion. El vector velocidad angular y el vector velocidad lineal no son la derivada de ninguna
cantidad en particular variante con el tiempo. La matriz J se conoce como el manipulador del Jacobiano
o Jacobiano. El Jacobiano J es una matriz de 6x N donde N es el nimero de enlaces.

La ecuacién 8-60 es la matriz transformacion homogénea que involucra tanto el movimiento de rotacion
como el de translacién, se puede escribir Tn0 como el producto entre tres matrices de transformaciones
homogéneas de la siguiente manera:

_Rr? Ortl) =T0

0 1)

[R® o°] o
On 1n :Ti?l'Til_l'Tnl

- - Ecuacion 8-74

R of] R oL TR R o
0 1 0 1 0 10 1

RO or?_ RO R%! +R”,0™" +0’,
0 1 0 1

De lo anterior se puede concluir que la translacion 0,? de la matriz de transformacién es:

0’ =R%' +R%,0™" +0°, Ecuacién 8-75
8.25.2 OPERADOR JACOBIANO DE VELOCIDAD ANGULAR

De la ecuacion 8-54 se tiene que las velocidades angulares pueden ser sumadas como vectores libres,
siempre que sean expresadas respecto a un marco comin de coordenadas. En consecuencia se puede

determinar la velocidad angular del efector final con respecto a la base, expresando la velocidad angular
generada por cada juntura en la orientacion del marco inercial para luego sumarlas.

Si la union i-ésima presenta un movimiento de rotacion, entonces la juntura con la i-ésima variable
equivalente a &, rotaen el eje Z; , . La velocidad angular del enlace i dada por a)ii’l es producida por la
rotacion de la unién i expresada respecto al marco inmediatamente anterior O, ;X ,Y, ,Z; ;. Esta
velocidad angular se expresa en el marco 1 —1 de la siguiente manera:
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Iil L] L]
o =0,Z,=0K
En donde K es el vector unitario dado por (0,0,1)T ya que representa Unicamente el eje de rotacion Z . Si
la juntura i-ésima es prismatica, el movimiento del marco i respecto a un marco i —1 es una translacion:
i-1
@ =0

Si el punto i es primatico, la velocidad angular del efector final no depende de ¢, el cual ahora es

equivalente a d.. La velocidad angular total del efector final a)r? vista en el marco base es determinada por
la ecuacion 8-54 asi:

. . . n .
0 0 0 — 0
@, =P 0 K+ p, 0 RkK+...+ 0,0, Rk = Zpi gz,
i-1
En donde p, esigual a1silajuntura i rotay O silajuntura i tiene movimiento de translacion, entonces:
0 0
Zi = Ri—lk

Teniendo en cuenta que Zg =k = (0,0,1)T . Tomando la parte baja del Jacobiano J , en la ecuacion 8-
66, se tiene como resultado:

‘]w = [ple""!ann—l]

En esta ecuacion se omiten los superindices para los vectores unitarios a lo largo del eje z, esto debido a
que todos estan referenciados al marco inercial.

8.2.5.3 OPERADOR JACOBIANO DE VELOCIDAD LINEAL
La velocidad lineal del efector final es la derivada de la posicion del efector final respecto al marco

mundo, es decir Or? . La cual se establecerad en cada uno de los dos casos:

. N AR0 .
or?:zaon G;

i=1 aqi
Por lo tanto la columna i-ésima de J, esta dada por:
_ &
" aq;

Esta expresion es el operador Jacobiano de la velocidad lineal del efector final donde la columna i del
Jacobiano se genera por todas las junturas fijas excepto la i-ésima, la cual actia como el vector velocidad.

Caso 1: Translaciéon 6 prismatica
Si la union 1 es prismética, el efector 1 posee un movimiento de translacion pura Gnicamente. Tomando la
ecuacion 6-86 y adecuandola al caso prismatico, se tiene que la Unica juntura con movimiento

translacional cuando @, =d, es la i, entonces tanto 0} como 0°, son constantes en términos de la

variable d . Como el punto ! presenta inicamente movimiento de translacion, entonces las matrices de
rotacion Rio_l y Ri0 son constantes también. 'Y teniendo como base la convencion de Denavit-Hartemberg

para la cinematica directa 0 = (a,c,,a;s,,d.)" . La diferenciacion de 0° da como resultado:
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- =R —0
ad, ad,
000 ., 0 %4
od, g,

I 1 dl

0

0 .
i31=d,aﬁ 0

! 1

0 .
Z(;n = di Zio—l

En donde d, es la juntura variable prismatica i. Por lo tanto, comparando este resultado con las

ecuaciones 8-65 y 8-66, para el caso de uniones de tipo translacion:
Ji=17 Ecuacion 8-76

Caso 2: Rotacion (Revolute)
Si el punto de unién 1 es el Gnico punto con movimiento de rotacion. Y teniendo en cuenta para este caso

en la ecuacion 8-65 que la variable g depende del &ngulo de giro ¢, =&, se tiene que Ri0 no es constante
respecto a &, ya que el angulo de giro recae directamente sobre esta. Mientras que la rotacion de la

juntura i produce que la translacién de Oii‘l sea dependiente de la variable &. Por lo tanto se obtiene:

%02 = %[Rfog +R%,0™]

6i 6' 5 Ecuacion 8-77
—0,=0,—~R’+R’,—0"

06, " "o 26

El primer término corresponde a la derivada de una matriz de rotacién, mientras que el segundo término
de la ecuacion 8-68 es:
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; [ac | -as,
Rio—lg as; |= Rio—l aC H|
' d 0
a _aici_
31_ as; |= RiO—lS(kei)oii_l
a6,
L d i
a _aici_
|(11_ as; |= Rio—ls (kei)(RiO—l)T Rio—loi-il
a0,
L d i
6 _aici_
Ri(11_ a;S; :S(Ri()—lkei)Rio—loi.A
o9,
L d i
5 ‘ac |
Ri0-1_ as, |= 6, S(Zio—l)Rio—loii_l
00,
L d i
Reemplazando lo anterior en la ecuacion 8-68, se tiene que:

9 g0= 6,5(22,)R%, +6,5(22,)R%,0"
20,

9 o= éS(zpl)[R.Oo‘ + R.Olo.H]
69 n | 1—. 1 n 1—. 1

5 Ecuacion 8-78
6_9iog= 6,S(z),)(o; —0’,)
0 —

a °
a—eiog: 6,z°,x (o) —0’,)

De la ecuacién 8-68 se tiene un célculo directo, al comparar el resultado anterior con las ecuaciones 8-64 y
8-65 entonces para el movimiento en un punto de rotacién se tiene:

Ji=12.,x(0,-0,,) Ecuacion 8-79
8.25.4 COMBINACION DE LOS JACOBIANOS ANGULARES Y LINEALES

Como se vio anteriormente, el operador Jacobiano de velocidad lineal denotado como J, es:
3, = [Juwrr dun] Ecuacién 8-80

\

Donde la columna i-ésima J; esta dada por:

z, ,x(0,-0 ) juntura i en rotacion g
Ji = . . . Ecuacion 8-81
Z, juntura i en translacion

El operador Jacobiano de velocidad angular J, es:
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‘]a) = [le"“"‘]wn]
Donde la columna i-ésima J; est& dada por:
{zi_l juntura i en rotacion

. . ., Ecuacion 8-82
0 juntura i en translacion

Al unir estos dos conceptos en la ecuacion 8-56, se tiene el Jacobiano para un manipulador de n-junturas:
J =[J1,J2,...,Jn]

Si la juntura es de rotacion, se ubica arriba el aporte de la velocidad lineal y debajo el aporte de la
velocidad angular. La columna i-ésima esta dada por:

_Zi—l x(0, - 0i1)j|

Zi—l

J =

Ecuacion 8-83

Si la juntura es de translacion, la columna i-ésima esta dada por:

J —_— _Zifl .,
= 0 Ecuacién 8-84

Las ecuaciones anteriores determinan el Jacobiano para cualquier manipulador simple desde que todas las
cantidades necesarias sean validas una vez la cinematica funciona. En efecto, las Unicas cantidades

necesarias para calcular el Jacobiano son los vectores unitarios Z; y las coordenadas de los origenes
0,,..,0, . Hay que tener en cuenta que las coordenadas para Z; respecto al marco base estan dadas por los

primeros tres elementos en la tercera columna de T.° mientras que O; esta dado por los primeros tres

1
elementos de la cuarta columna de Tio. Por lo tanto, Unicamente se necesitan las columnas 3 y 4 de las

matrices para evaluar el Jacobiano acorde a las anteriores ecuaciones. El procedimiento anterior funciona
no solo para calcular la velocidad del efector final sino también para calcular la velocidad de cualquier
punto del manipulador. Esto es importante para calcular la velocidad del centro de masas de diferentes
enlaces para reproducir las ecuaciones dinamicas de movimiento.

8.26 EL JACOBIANO ANALITICO

El Jacobiano analitico denotado como J,(Q), se basa en una representacién minima para la orientacion
del efector final.

X = {d (Q)} Ecuacién 8-85
a(q)

La ecuacion (62) denota la posicion del efector final. Donde d(q) es el vector desde el marco inercial
hasta el marco del efector final. Y «(q) denota la minima representacion de orientacion del efector final

- - - - -7 7 - T
respecto al marco inercial. Siguiendo con la notacion en angulos de Euler, se tiene que a = [¢,6’,w] , o

gue se busca es una expresion similar a la que se vio en la ecuacion 8-55 para definir el Jacobiano
analitico:

86



L] d. L]
X=|_1=J.0)-q Ecuacion 8-86
a

La notacion usada hasta el momento utiliza los angulos de Euler con la secuencia de transformacion

Ry, =R,R, 4R, » V utilizando la ecuacion R = S(@)R, entonces:

R, =R R ,R

x4 y.0 2y
10 0 |[cos® 0 —sin@]] cosy siny 0
Ry, =|0 cosg sing|| 0 1 0 —siny cosy O | Ecuacion 8-87
|0 —sing cosg|/sind 0 cosd 0 0 1
[ cOey cOsy —s0
R, =| SOSgCy —Chsy  sOsgsy +cCgcy  cOSp
| sOcgcy +sgsy  sOcgsy —sgcy  coce

El vector velocidad angular debe sus componentes a las matrices de rotacion, y se puede escribir como se
vio en la ecuacion (29):

@) = &) + wy + @ =¢ga, + 0, +yal Ecuacion 8-88

Lo que se desea es expresar la velocidad angular en términos de las coordenadas del marco de referencia
transformado, de la ecuacién (64) se tiene gue:

a, =Cclcg-i+chsg-j—s6-k Ecuacion 8-89

Teniendo en cuenta que la velocidad angular depende de las sucesivas multiplicaciones de las matrices de
rotacion, entonces el segundo vector de la ecuacion (65) @), depende directamente de la rotacion del

marco de referencia a, asi:

d . .
a,=—a, =—Sg-1+Co-] B
de¢ Ecuacion 8-90

a; =k

Reemplazando las ecuaciones (66) y (67) en la ecuacion (65), se tiene:

) = §(cOCH i +COsp-j—s0-K)+0(=sp-i+cg- ) +u-k
@ = §-COCH- i + - COSP- — ¢SO K — -4 -1 + 6-Ch- j+ -k Ecuacién 8-91
@3 :(q.ﬁ-cecqﬁ—é- s¢j-i+(g;§- cHs¢+é~ c¢j-j+(1/./—(;ﬁ~ sej-k
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La ecuacion anterior es equivalente a @ = @,i + @, j+ @K, donde las velocidades angulares @,, @, y

@, son llamadas comunmente como roll, pitch y yaw respectivamente. Estos angulos se pueden relacionar
al cabeceo, la orientacidn e inclinacién del cuerpo rigido. De la ecuacion (68) se deduce que:

0 ;Zﬁc@(:(/ﬁ —.éS(/ﬁ 0| fooep —sp 0 ((/:5
o, |=|¢gcOsp Ocp 0 |=cOsp cp 0] 0
o, _&SQ 0 V.IJ -s¢ 0 1 l//

La ecuacion (69) se puede escribir abreviadamente como:

W= B(a)o.z

Ecuacion 8-92

Combinando las ecuaciones (40) y (63) en donde se define el operador Jacobiano se tiene que:

. v} d
J q: = .
L@ Ba
-1 o ld
7970 B -
0 Bl
Por lo tanto:

J -_ | 0 J .
'q_[o B(a)} 2 d
o oo
J= J,
0 B(«)

{I ; }
J, = N
0 B(a)
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Ecuacion 8-93

Ecuacion 8-94

Ecuacion 8-95



La ecuacion 8-88 muestra la relacion entre el Jacobiano geométrico y el Jacobiano analitico.

8.3 CONTROL PASIVO DE ORIENTACION

Las técnicas de control pasivo aprovechan los principios basicos de fisica y de fuerzas naturales que
aparecen en el sistema para el disefio de naves espaciales con el propdsito de aumentar alguna fuerza sobre
este, mientras que se disminuye el efecto sobre las demés. La finalidad del control pasivo de orientacion es
estabilizar el efecto Spin que se efecta sobre el cuerpo. Se requiere una simetria estable de inercia, asi
como una inclinacién amortiguada, torques para controlar el Spin en el eje de rotacion y una orientacion
inercial.

Figura 45. Satélite de un grado de libertad (French, 1995)

Mediante el control del momento angular del satélite se puede corregir la orientacion del cuerpo. Si el
cuerpo tiene una velocidad angular @ en el eje y y una fuerza externa actta sobre el cuerpo en la
direccion del eje Z, el satélite presenta una desviacion angular respecto al tiempo. Teniendo en cuenta
gue la desviacién es para angulos pequefios, se puede aproximar la magnitud de la hipotenusa al mismo
valor del momento angular H :

. AH
sm(A 9) =— Ecuacion 8-96
H
AH = Hsin(AH) Ecuacién 8-97
AH =H -2sin (A?Hj Ecuacién 8-98
AH =H -A@ Ecuacion 8-99

Teniendo en cuenta que el cambio del momento angular respecto al tiempo depende directamente de la
magnitud del torque aplicado al cuerpo, se tiene:
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H= |T| Ecuacién 8-100

dH

—=rF Ecuacidén 8-101
dt

AH =rFAt Ecuacion 8-102

Reemplazando esta ecuacion en la relacion anterior, se tiene:

rFAt=H -AQ Ecuacién 8-103
AO rF

= Ecuacion 8-104
At H

AO rF

_ = Ecuacién 8-105
At o

La ecuacion anterior implica que a medida que el satélite posee una mayor velocidad angular, la
estabilidad del cuerpo se incrementa, evitando asi desviaciones indeseadas. Por lo tanto, una manera de
control de orientacion sobre el cuerpo es aumentando su velocidad angular de forma que A@ tienda a
cero. EI mismo efecto tiene un giréscopo de un eje de rotacion, cuando su velocidad angular aumenta, el
cuerpo tiende a posicionarse sobre su propio eje, mientras que al disminuir la velocidad angular, el cuerpo
se sale de su eje de rotacion.

8.4 CONTROL ACTIVO DE ORIENTACION

El sistema de control activo censa directamente la orientacion del satélite y suministra un torque para
proporcionar el movimiento necesario, este es el concepto basico del control por retroalimentacion. El
actuador mas comudn son ruedas de reaccion, las cuales alteran el centro de masa del cuerpo
proporcionandole movimiento rotatorio. Una ventaja del control continuo por retroalimentacion es la
velocidad de respuesta.

arrar
1) +_ }{K o I 1 Out 1

posicidn deseada posicidn actual

Gain planta

Medida de orientacian
Figura 46. Diagrama de bloques del sistema de control de orientacién para un grado de libertad
Del diagrama de bloques tenemos que la diferencia entre la orientacion deseada y la orientacion del

sistema multiplicada por la ganancia es la sefial de correccién de torque:
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C
T-=K-AH Ecuacion 4-106

La ecuacion anterior quiere decir que la fuerza o el torque es proporcional a la orientacion del sistema.
Esta ecuacion rige un sistema lineal rotacional, si el satélite responde rapidamente al sistema de control.
Un diagrama de bloques aiin mas completo a manera de ejemplo del sistema de control de orientacién de
la nave es:

L« |

disturbios

REIGT

gl Inl Dl = 2 )

posicibn deseadal posicidn actuald
wontioladaor plantal

hJ

SanEon Medida de orienfacién

Ot Il

Bhdol d& fiida
Figura 47. Sistema de control completo para un grado de libertad

La ecuacion que rige la dinamica del satélite para un grado de libertad esta dada por:
H'=7,+7,=10"=10" Ecuacién 4-107
La dindmica del actuador (la rueda de reaccién) esta dada por:

h'= Ty = J (Q' + 9") Ecuacion 4-108
La ley de retroalimentacion escogida para el control del sistema dinamico es:

r,=-K,0-K ¢ Ecuacién 4-109

Combinando la dinamica del actuador con la ley de retroalimentacion se llega a:

" K ’ K P ]
0"+ Tre + T 0=-Q Ecuacion 4-110

La multiplicacion entre la constante Ky el angulo teta equivale a la retroalimentacion de posicion

mientras que la multiplicacion entre la derivada de teta y K, es la retroalimentacion de velocidad

(Hollister, 1997). Transformando la anterior ecuacién al dominio de Laplace, se tiene la siguiente funcion
de transferencia:
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K
s +ﬁs +—L10(s) =-Q'(s)
J J
o(s) _ 1 Ecuacién 4-111
Q'(s) K

K
sP+—Trs+—F
J J

La ecuacion anterior representa la funcion de transferencia de la dinamica de un satélite con una rueda de
reaccion en lazo cerrado. Dependiendo de la entrada del torque, la planta presenta una respuesta. Para el
disefio del controlador se utilizd el método basado en sintesis directa. Con esta accion de control se busca
una respuesta ideal cumpliendo todos los requisitos deseados para el disefio del sistema. Se usa
generalmente para sistemas con funciones de transferencia sencillas. Se escogié esta accion de control
debido a su fuerte acercamiento a los valores requeridos para el disefio.

La funcion de transferencia del controlador PD es:
GC = Tp +Td -S Ecuacion 4-112

La funcion de transferencia en lazo cerrado del sistema es:

T(g) - _80C.6)
1+G(s)G,(S)
Ecuacion 4-113
T(s)=——

52+|—"3+Tp

La funcion de transferencia del sistema en lazo cerrado tiene la forma de la funcién de transferencia
general de un sistema de segundo orden, la cual esta dado por:

2
@ Ecuacion 4-114

H(s) =
%) s’ +2&w,s+ w,°

Donde & y w, son las constantes dinamicas del sistema. La constante ¢, es la frecuencia natural e

indica la rapidez de respuesta, mientras que & es el coeficiente de amortiguamiento y proporciona una
idea del grado de oscilacion de la respuesta.

Dado que T, = —— = o, =+ = 0.00363636
$o, T8

n S

Utilizando los parametros segin mencionados anteriormente por (Wie, 1952) y (Hollister, 1997). Se tiene
| =440kg.m?y T, =1100s. Igualando los denominadores de las ecuaciones 4-42 y 4-43 se obtiene:
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T 2
0, = |-+ =T, = lo,? =0.00132231
T ! Ecuacidén 4-115
&= =T, =2lw,& =0.145455
2lw

n

Estas ecuaciones fueron verificadas por los apuntes de la clase “Satellite Engineering” (Hollister, 1997).
Implementando el controlador mediante Simulink, y teniendo en cuenta la funcion de transferencia de la
planta:

G(s) = 9.09091x10°° B 9.09091x10°°
5(5+9.09091x10°)(s+145.455x10°°)  s*+154.545x10"s’ +1.32231x10"s
Ecuacidén 4-116
G, (s) =0.0132231+0.145455-s Ecuacién 4-117
T(s) 0.132231 0.132231 euncion 4118
= = cuacion 4-
2 4 64 s+ 58.1818  s?+0.145455s5+0.132231
440 440
I . - .nns;nsns - [
s3+ 154545:2+ 001322315
Step PID Controller Transier Fon Scope

Figura 48. Disefio del sistema de control de orientacion 1DOF
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Figura 49. Respuesta paso (posicion) al sistema de control con entrada 0.1Nm

Figura 50. Respuesta paso (posicion) al sistema de control con entrada 0.05Nm

El control de orientacion de un grado de libertad es independiente de las otras variables. Este sistema de
control se puede utilizar para cada una de las orientaciones de manera independiente, de forma que cuasi
estaticamente los grados de libertad se puedan controlar para asi lograr el movimiento total o cambio de
orientacion del sistema. Luego de la implementacion, se observa la respuesta del disefio del sistema de
control. De aqui se extrae que el tiempo de establecimiento se da en aproximadamente 1000 segundos,
respuesta que es esperada segun el tipo de satélite nombrado anteriormente. Por otro lado, se establece una
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frecuencia de 0.003 radianes por segundo, con el fin de disefiar un sistema suave a los cambios ya que la
planta de por si tiene un integrador; por lo cual se disefia un control tipo PD.

Figura 51. Respuesta paso (velocidad angular) al sistema de control con entrada 0.1Nm

Figura 52. Respuesta paso (aceleracion angular) al sistema de control con entrada 0.1Nm
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